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1. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ МАКСВЕЛЛА 
Распределение Максвелла по скоростям молекул идеального газа имеет 
следующий вид: 
2
exp
2
x y z
mv
dW C d d d
kT
 
     
 
, 
где dW – вероятность того, что компоненты скорости частицы в равновесном 
идеальном газе находятся в интервале (dxdyd z);  C – константа, которую 
можно найти из условия нормировки: 
 2 2 2
1 exp
2
x y z
x y z
m
C d d d
kT


     
     
 
 
 . 
Этот интеграл можно разбить на произведение трех независимых 
интегралов по каждой компоненте скорости, каждый из которых является 
интегралом Пуассона: 
 2
-
exp x dx



 

. 
В этом случае получим функцию распределения Максвелла по 
компонентам скорости: 
 
3/2 2
, , exp
2 2
x y z
m m
f
kT kT
  
      
   
. 
Эта функция распределения распадается на произведение трех функций 
распределения по каждой из компонент скорости. Например, для 
x-компоненты получим 
 
1/2 2
exp
2 2
x
x
m m
f
kT kT
  
    
   
. 
Найдем теперь распределение Максвелла по модулю скорости. Для 
этого нужно перейти от компонент скорости к ее модулю по формуле 
2 2 2
x y z       , 
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а также определить физически бесконечно малый объем в пространстве 
модулей скорости. Такой объем соответствует объему тонкой сферы радиусом  
  и равен 4π2 . Проводя соответствующие замены переменных, получим 
функцию распределения Максвелла по модулю скорости: 
 
3/2 2
24 exp
2 2
m m
F
kT kT
  
     
   
.                            (1.1) 
Нетрудно убедиться, что функция распределения является 
нормированной. 
Исследуем свойства функции распределения по модулю скорости (1.1). 
Возьмем производную от функции  F  ; приравнивая ее к нулю, 
можно найти максимум функции распределения, который соответствует 
наиболее вероятной скорости частиц: 
вер
2kT
m
  .   
Два других экстремума (  = 0 и   = ∞) являются минимумами функции 
распределения. 
Найдем среднее значение модуля скорости. По правилу нахождения 
средних получим 
3/2 2
3
0
4 exp
2 2
m mv
d
kT kT
   
      
   
 .                                 (1.2) 
Занося одну из скоростей в формуле (1.2) под дифференциал, получим 
интеграл, который можно взять по частям. В результате получим 
8kT
m
 

. 
Найдем средний квадрат скорости: 
3/2 2
2 4
0
4 exp .
2 2
m m
d
kT kT
   
      
   
  
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Этот интеграл является табличным и может быть легко получен из 
интеграла Пуассона 
2 3kT
m
  . 
Полученная величина позволяет найти среднее значение кинетической 
энергии молекул 
2 3
2 2
m kT
  . 
Вид распределения Макс-
велла для молекул азота показан 
на рис. 1.1. Температуры на 
рисунке: 1 – T = 300 К, 2 – T = 
= 600 К, 3 – T = 1000 К. С увели-
чением скорости максимум рас-
пределения смещается в сторо-
ну больших скоростей, а высота 
кривой в максимуме несколько 
понижается. 
 
 Задача 1.1. В сосуде содержится газ, количество вещества которого 
равно 1,2 моля. Рассматривая этот газ как идеальный, определить число ΔN 
молекул, скорости v которых меньше 0,001 наиболее вероятной скорости. 
 
Для решения задачи удобно воспользоваться распределением молекул 
по относительным скоростям u = v/vв. Число dN(u) молекул, относительные 
скорости u которых заключены в пределах от u до u+du, определяется 
формулой 
   2 24 exp ,NdN u u u du 
  
где N – полное число молекул. 
 
Рис. 1.1 
 F   
1 
2 
3 
2·103 0 500 1·10
3 
1,5·103 
2·103 
1,5·103 
1·103 
500 
0 
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По условию задачи максимальная скорость интересующих нас молекул 
max = 0,001в, откуда umax = max/в = 0,001. Для таких значений u выражение
 
для числа частиц можно упростить: 
 2exp 1,u   
  2
4
.
N
dN u u du

 
Интегрируя это выражение по u от 0 до umax, получим 
max
2 3
max
0
4 4
.
3
u
N N
N u du u  
 

 
Выражая число молекул через количество вещества и число Авогадро, 
получим для числа молекул: 
 
23 3
3 3 14
max
4 4 1,2 6 10
10 5,44 10 .
3 3
A AN NN u 
    
    
   
 
 Задача 1.2. Зная функцию распределения молекул по импульсам f(p), 
определить среднее значение квадрата импульса <p2>. 
 
Среднее значение квадрата импульса можно определить по общему 
правилу вычисления среднего: 
 2 2 ,p p f p dp 
 
где  f p  – нормированная функция распределения по импульсам,
 
 
3/2 2
214 exp .
2 2
p
f p p
mkT mkT
  
    
     
Таким образом, получим 
3/2 2
2 414 exp .
2 2
p
p p dp
mkT mkT
  
    
   

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Этот интеграл можно свести к интегралу Пуассона: 
 2
0
1
exp .
2
p dp


 
  
Используем для этого метод дифференцирования по параметру. Легко 
видеть, что выполняется следующее соотношение: 
   2 2 2
0 0
1/2 3/2
exp exp
1 1
,
2 4
p p dp p dp
 
 

    


     

 
 
следовательно, 
   4 2 2 2
0 0
3/2 5/2
exp exp
1 3
.
4 8
p p dp p p dp
 
 

    


    

 
 
Подставляя выражение для α, получим 
 
3/2
5/22 1 34 2 3 .
2 8
p mkT mkT
mkT
 
    
   
 
 Задача 1.3. Распределение молекул по скоростям в молекулярных пучках 
при истечении газов из малых отверстий отличается от максвелловского и 
имеет вид 
 
2
3 exp .
2
m
F d С d
kT
 
      
 
 
 Определить нормировочный коэффициент C и вид распределения. 
 
Воспользуемся условием нормировки: 
 
2
3
0 0
 exp 1.
2
m
F dv С d
kT
   
      
 
   
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Занесем под знак дифференциала переменную : 
2
2 2
0 0
exp exp .
2 2 2 2
C m C mx
d x dx
kT kT
    
       
  
 
 
Последний интеграл можно взять: 
   
2
0 0
1 1
exp exp .x x dx x dx
 
 
      
   
 
 
Таким образом: 
22
2 2
0
2
exp 1.
2 2 2
C m C kT
d
kT m
    
       
  

 
Отсюда находим константу C: 
2
1
.
2
m
C
kT
 
  
   
Окончательно получим распределение молекул по скоростям: 
 
2 2
31 exp .
2 2
m mv
F
kT kT
  
     
     
 
 Задача 1.4. Определить долю молекул w, кинетическая энергия которых 
лежит в пределах  0 0,01kT   . 
 
Запишем распределение молекул по кинетическим энергиям: 
   
 
3/2
2 1
exp .dN Nf d N
kTkT
 
       
    
Число молекул, находящихся в интервале энергий, можно записать так: 
 
 
2
1
1 2 3/2
2 1
, exp .N N d
kTkT


 
       
  

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Тогда доля 
 
 
2
1
1 2
3/2
, 2 1
exp .
N
w d
N kTkT


    
     
  

 
Отметим, что энергия в этом интервале много меньше kT. Это означает, 
что экспонента может быть разложена в ряд: 
exp 1 ...
kT kT
  
    
   
Таким образом, получим 
   
2
1
0,01 3/2
3/2 3/2
0
2 1 2 1
1 .
kT
w d d
kT kTkT kT


   
         
    
 
 
Беря интегралы, получим 
 
5/2
3/2 3 4
3/2
0,01
2 1 2 2 8
10 3 10 .
3 5 15
kT
w
kTkT
 

 
      
  
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2. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ БОЛЬЦМАНА 
 Барометрическая формула. Рассмотрим газ, находящийся в равновесии 
в поле силы тяжести. В этом случае сумма действующих сил на каждый 
элемент объема газа равна нулю. Выделим малый объем газа на высоте h 
(рис. 2.1) и рассмотрим действующие на него силы. 
 
 
 
На выделенный объем действует сила давления газа снизу, сила 
давления газа сверху и сила тяжести. Тогда баланс сил запишется в виде 
  dmgSdpppS  , 
где dm – масса выделенного объема. Для этого объема можно записать 
уравнение Менделеева – Клапейрона 
RT
M
dm
pdV  . 
Выражая величину dm, можно получить уравнение 
g
RT
pM
dhdp  . 
Разделяя переменные, получим 
RT
Mg
dh
p
dp
 . 
Рис. 2.1 
d 
h 
S 
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Проинтегрируем полученное уравнение, учтя, что температура 
постоянна: 
ln const
Mg
p h
RT
   . 
Пусть давление на поверхности равно p0, тогда полученное уравнение 
легко преобразовать к виду 







RT
Mgh
pp exp0 .                                           (2.1) 
Полученная формула (2.1) называется барометрической и достаточно 
хорошо описывает распределение давления по высоте в атмосфере Земли и 
других планет. Важно помнить, что эта формула была выведена из 
предположения равновесия газа, при этом величины g и T считались 
постоянными, что, конечно, не всегда справедливо для реальной атмосферы. 
 Распределение Больцмана. Запишем барометрическую формулу через 
концентрацию частиц, воспользовавшись тем, что p = nkT: 
0
0 0exp exp
m ghMgh
n n n
RT kT
  
      
   
, 
где m0 – масса молекулы газа. 
Такой же вывод можно сделать для любой потенциальной силы (не 
обязательно для силы тяжести). Из полученной формулы видно, что в 
числителе экспоненты стоит потенциальная энергия одной молекулы в 
потенциальном поле. Тогда распределение частиц можно записать в виде 
0 exp
p
n n
kT
 
  
 
.                                              (2.2) 
В таком виде формула (2.2) пригодна для определения концентрации 
молекул, находящихся в равновесии в поле любой потенциальной силы. 
Вычислим число частиц газа, координаты которых находятся в элементе 
объема dV = dxdydz: 
0 exp
p
dN ndV n dxdydz
kT
 
   
 
. 
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Полное число частиц в системе может быть записано в виде 
0 exp
p
N dN ndV n dxdydz
kT


 
    
 
  . 
Здесь интеграл формально записан по всему пространству, но надо 
иметь в виду, что объем системы конечен, а это приведет к тому, что 
интегрирование будет вестись по всему объему системы. Тогда отношение 
dW
N
dN
  
как раз и даст вероятность того, что частица попадет в элемент объема dV.   
 В данном случае для этой вероятности запишем 
exp
exp
p
p
dxdydz
kT
dW
dxdydz
kT


 
 
 
 
 
 

, 
где величина потенциальной энергии молекулы будет зависеть от всех трех 
координат. Пользуясь определением функции распределения, можно записать 
функцию распределения молекул по координатам в следующем виде: 
 
exp
, ,
exp
p
p
kT
f x y z
dxdydz
kT


 
 
 
 
 
 

.                               (2.3) 
Формула (2.3) представляет собой функцию распределения Больцмана 
по координатам частиц (или по потенциальным энергиям, имея в виду, что 
потенциальная энергия зависит от координат). Легко показать, что полученная 
функция нормирована на единицу. 
 Связь распределений Максвелла и Больцмана. Распределения 
Максвелла и Больцмана являются составными частями распределения Гиббса. 
Температура определяется средней кинетической энергией. Поэтому возникает 
вопрос: почему в потенциальном поле температура постоянная, хотя по закону 
сохранения энергии при изменении потенциальной энергии частиц должна 
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также изменяться их кинетическая энергия, а следовательно, как кажется на 
первый взгляд, и их температура. Другими словами: почему в поле тяжести при 
движении частиц вверх у всех них кинетическая энергия уменьшается, а 
температура остается постоянной, т. е. остается постоянной их средняя 
кинетическая энергия, а при движении частиц вниз энергия всех частиц 
увеличивается, а средняя энергия остается постоянной? 
 Это объясняется тем, что при подъеме из потока частиц выбывают 
наиболее медленные, т. е. «наиболее холодные». Поэтому расчет энергии 
ведется по меньшему числу частиц, которые на исходной высоте были в 
среднем «более горячими». Иначе говоря, если с нулевой высоты  на высоту h  
прибыло какое-то число частиц, то их средняя энергия на высоте h  равна 
средней энергии всех частиц на нулевой высоте, часть которых не смогла 
достигнуть высоты h  из-за малой кинетической энергии. Однако если на 
нулевой высоте рассчитать среднюю энергию частиц, достигших высоты h , то 
она больше средней энергии всех частиц на нулевой высоте. Поэтому можно 
сказать, что средняя энергия частиц на высоте h  действительно уменьшилась и 
в этом смысле они «охладились» при подъеме. Однако средняя энергия всех 
частиц на нулевой высоте и высоте h  одинакова, т. е. и температура одинакова. 
С другой стороны, уменьшение плотности частиц с высотой также является 
следствием выбывания частиц из потока. 
 Вследствие этого закон сохранения энергии при подъеме частиц на 
высоту приводит к уменьшению их кинетических энергий и выбыванию частиц 
из потока. Благодаря этому, с одной стороны, плотность частиц с высотой 
уменьшается, а с другой – их средняя кинетическая энергия сохраняется, 
несмотря на то, что кинетическая энергия каждой из частиц убывает. Это 
возможно подтвердить прямым расчетом, который рекомендуется проделать в 
качестве упражнения. 
Экспериментальная проверка распределения Больцмана. При выводе 
распределения Больцмана не налагалось никаких ограничений на массу частиц. 
Поэтому в принципе оно применимо и для тяжелых частиц. Возьмем в качестве 
15 
 
этих частиц, например, песчинки. Ясно, что они расположатся в некотором слое 
сосуда. Строго говоря, это является следствием распределения Больцмана. При 
больших массах частиц показатель экспоненты столь быстро изменяется с 
высотой, что равен нулю везде за пределами слоя песка. Что касается 
пространства внутри слоя, то там надо принять во внимание объем песчинок. 
Это сведется к чисто механической задаче на минимум потенциальной энергии 
при заданных связях. Задачи такого типа рассматриваются не в статистической 
физике, а в механике. 
 Для того чтобы тяжелые частицы не «осели на дно», распределились в 
достаточно большом слое на высоте, необходима достаточно малая их 
потенциальная энергия. Этого можно достигнуть, помещая частицы в 
жидкость, плотность которой лишь на немного меньше плотности материала 
частиц. Обозначив плотность и объем частиц   и  , а плотность жидкости ρ0, 
видим, что сила, действующая на частицу, равна  0 g  . Следовательно, 
потенциальная энергия такой частицы на высоте h  от дна сосуда 
   0 .U h gh    
Поэтому распределение концентраций этих частиц по высоте 
описывается формулой 
       0 0 00 exp .n h n gh kT       
                  (2.4) 
 Для того чтобы эффект был достаточно хорошо заметен, частицы должны 
быть достаточно малыми. Число таких частиц на разных высотах в сосуде 
считают с помощью микроскопа. Эксперименты такого рода впервые были 
выполнены начиная с 1906 г. Ж. Б. Перреном (1870–1942). 
 Проделав измерения, можно, прежде всего, убедиться, действительно ли 
концентрация частиц изменяется по экспоненциальном закону. Перрен доказал, 
что это действительно так, и, следовательно, распределение Больцмана 
справедливо. Далее, исходя из справедливости распределения и измерив 
независимыми способами объемы и плотности частиц, можно по результатам 
эксперимента найти значение постоянной Больцмана k , поскольку все 
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остальные величины являются известными. Таким путем Перрен измерил k  и 
получил результат, весьма близкий к современному.  
 Другим независимым способом значение k  было получено Перреном из 
опытов с броуновским движением. Броуновские частицы (мельчайшие частицы 
твердого вещества, взвешенные в жидкости или газе и которые можно 
наблюдать в микроскопе) находятся в тепловом движении так же, как и 
молекулы. Поэтому Перрен предположил, что распределение Больцмана 
справедливо и для броуновских частиц. При этом из-за значительно большей 
массы этих частиц по сравнению с массой молекул должны были наблюдаться 
более существенные изменения в концентрации частиц при малом изменении 
высоты h . Основную трудность в опытах Перрена составляло приготовление 
одинаковых частиц и определение их массы. Применив многократно метод 
центрифугирования, Перрену удалось приготовить весьма однородную 
эмульсию из практически одинаковых шариков гуммигута (гуммигут — 
сгущенный млечный сок, получаемый из надрезов в коре некоторых видов 
деревьев, растущих в Ост-Индии и на Цейлоне) с радиусами порядка 
нескольких десятых долей микрона. Эмульсия помещалась в плоскую 
стеклянную кювету глубиной 0,1 мм и рассматривалась с помощью 
микроскопа. Микроскоп имел столь малую глубину поля зрения, что в него 
были видны только частицы (их размеры были порядка 710 м ), находящиеся в 
горизонтальном слое толщиной примерно 
610 мh   . Перемещая микроскоп в 
вертикальном направлении, можно было исследовать распределение 
броуновских частиц по высоте. В опытах определялось число частиц, 
попадающих в поле зрения микроскопа в зависимости от высоты h, 
отсчитываемой от дна стеклянной трубки, в которой находилась жидкость с 
взвешенными в ней броуновскими частицами  (рис. 2.2). Обозначим высоту 
слоя, видимого в микроскоп, над дном кюветы буквой h. Число частиц, 
попадающих в поле зрения микроскопа, определяется формулой  
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( )N n h S h   , 
где ( )n h  – число броуновских частиц в единице объема 
на высоте h; S – площадь; h  – глубина поля зрения 
микроскопа.  
Применив к броуновским частицам 
распределение молекул по высоте, можно написать:  
0( ) ,
Qh
kTn h n e

  
где n – число частиц в единице объема при h = 0; Q  – вес броуновской частицы 
в эмульсии, т. е. вес, взятый с учетом поправки на закон Архимеда.  
Здесь ж
m
Q mg g 

, 
m
V 

, ж ,     – плотности жидкости и вещества частицы 
соответственно; V – объем частицы. 
Написав выражение для числа частиц N  для двух разных высот 1h  и 2h , 
получаем 
1
1 0 ,
Qh
kTN n e S h

    
2
2 0 .
Qh
kTN n e S h

    
Наконец, логарифмируя отношение 1
2
N
N


, приходим к следующему 
выражению:  
1 ж 2 1 ж 2 1
2
( ) ( ) (1 / )( )
ln ,A
N m V g h h m h h
N
N kT RT
      
  
 
 
что позволило получить формулу для экспериментального определения 
постоянной Авогадро NA:                                           
1
Ж 2 1 2
ln
( ) ( )
A
nRT
N
gV h h n
 
  
   
. 
 
Рис. 2.2 
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В результате проведенных опытов Перрен показал, что постоянная 
Авогадро AN  может принимать значения 
23 1(6,5 7,2) 10  мольN    , 
заключенные в интервале, что находилось в согласии с данными других 
опытов. Определенное другими, более точными методами 
2 136,02 10 мо ь лAN
  . Таким образом, значение, полученное Перреном, 
находится в хорошем согласии со значениями, полученными другими 
методами, что доказывает применимость к броуновским частицам 
распределения Больцмана. Уникальность опытов Перрена была связана с 
плохой экспериментальной аппаратурой, существовавшей в то время (1906 г.). 
Так, в частности, достаточно трудно было поддерживать с высокой точностью 
температуру во всем объеме жидкости и наблюдать быстро движущиеся 
частицы в микроскопе. 
 В последующем были проведены также эксперименты другого типа, 
полностью подтвердившие распределение Больцмана. Из экспериментов 
другого типа можно указать, например, на проверку зависимости поляризации 
полярных диэлектриков от температуры, рассмотренную выше. 
 
 Задача 2.1. Пылинки массой m = 10-18 г взвешены в воздухе. Определить 
толщину слоя воздуха, в пределах которого концентрация пылинок 
различается не более чем на 1 %. Температура воздуха во всем объеме 
одинакова и равна 300 К. 
При равновесном распределении пылинок их концентрация зависит 
только от вертикальной координаты. В этом случае можно применить 
распределение Больцмана: 
0 exp
U
n n
kT
 
  
 
. 
Поскольку в однородном поле тяжести U = mgz, то  
0 exp
mgz
n n
kT
 
  
 
.
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По условию задачи изменение Δn концентрации с высотой мало по 
сравнению с n (Δn/n = 0,01), поэтому изменение концентрации Δn можно 
заменить дифференциалом dn. Для дифференциала можно записать: 
0 exp .
mg mgz mg
dn n dz ndz
kT kT kT
 
     
   
Таким образом, изменение координаты будет  
.
dn kT
dz
n mg
 
 
Заменяя дифференциалы на Δz и Δn и опуская знак «минус», получим 
.
n kT
z
n mg

 
 
Подставляя величины, данные в условии задачи, получим, что  
4,3 мм.z   
 
 Задача 2.2. На какой высоте h над поверхностью Земли атмосферное 
давление вдвое меньше, чем на ее поверхности? Температуру воздуха считать 
постоянной и равной 290 К. 
Используем барометрическую формулу в виде 
0 exp .
Mgh
p p
RT
 
  
   
При использовании этой формулы предполагается, что ускорение 
свободного падения постоянно. Известно, что g зависит от высоты над 
поверхностью Земли, однако при высотах в несколько километров g можно 
считать постоянной (т. к. высота много меньше радиуса Земли). Тогда получим 
0ln .
p Mgh
p RT

 
Выразим из этой формулы h: 
0
3
8,31 290
ln ln 2 5876 м.
29 10 9,8
pRT
h
Mg p 

  
   
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Задача 2.3. Ротор ультрацентрифуги радиусом а = 0,2 м заполнен 
атомарным хлором при температуре T = 3000 К. Хлор состоит из двух 
изотопов: Cl37 и Cl35. Доля w1 атомов Cl
37 составляет 0,25. Определить доли 
w1’, w2’ атомов того и другого изотопов вблизи стенок ротора, если ротору 
сообщить угловую скорость вращения ω = 104 рад/с. 
 
Воспользуемся распределением Больцмана для вращающейся 
центрифуги. Если перейти во вращающуюся систему отсчета, то в ней каждая 
частица обладает центробежной энергией 
2 2
цб .
2
m r
  
 
Тогда можно записать для концентраций изотопов: 
2 2 2 2
0 0exp exp .
2 2
m r M r
n n n
kT RT
    
    
     
Для первого (тяжелого) 
2 2
1
1 10 exp .
2
M r
n n
RT
 
  
   
Для второго (легкого) 
2 2
2
2 20 exp .
2
M r
n n
RT
 
  
   
Найдем отношение этих концентраций на стенке ротора: 
  2 22 1202
1 10
exp .
2
M M ann
n n RT
  
   
   
Имея в виду, что доля атомов определяется как 
10
1
10 20
,
n
w
n n


 11
1 2
,
n
w
n n
 

 1 2 1,w w
    
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получим 
 
 
1
1 2 2
2 1
1 1
1/ 4
0,22.
4
1/ 4 3 / 4exp1 exp
8,31 32
w
w
M M a
w w
RT
   
                
Таким образом, получим доли атомов w1’ = 0,22, w2’ = 0,78. 
 
 Задача 2.4. Перрен использовал распределение гуммигутовых зерен в воде 
для измерения постоянной Авогадро. Плотность частиц гуммигута 
составляла  = 1,21103 кг/м3, их объем  = 1,0310-19 м3. Температура, при 
которой проводился эксперимент, была равна 4 °С. Найти высоту h, на 
которой плотность распределения гуммигутовых зерен уменьшилась в два 
раза. 
 
 Принимая во внимание, что, по условию задачи, ( – 0) = 0,2210
-16 кг, 
получаем на основе формулы (2.4) h = kTln2/[( – 0)g] = 12,310
-6 м. 
 
 Задача 2.5. В воздухе при температуре 27 °С и давлении 1,013·105 Па 
взвешены шарообразные частицы радиусом 10-7 м. Найти массу взвешенной 
частицы. 
 
 По формуле (2.4) находим ( – 0) = kTln2/gh = 1,0610
-23 кг. 
 Учитывая, что  = 4,1910-21 м3, находим ( – 0) = 2,5310
-3 кг/м3. 
Поскольку 0 = 1,293 кг/м
3
, получаем  = 1,296 кг/м3, и следовательно, масса 
частицы 
21 211,296 4,19 10 кг 5,43 10 кг.m        
 
 Задача 2.6. Газ молярной массой M вращается в центрифуге с угловой 
скоростью Ω при температуре T. Найти среднеквадратическое расстояние 
газа от центра центрифуги. Радиус центрифуги R, высота велика. 
Исследовать полученное решение при больших скоростях вращения. 
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В соответствии с распределением Больцмана можно записать: 
 
2 2
2 exp
2
M r
f r C r
RT
 
   
 
. 
Множитель 2πr появляется в функции распределения при переходе в 
цилиндрические координаты. Найдем нормировочную константу: 
 
0 0 2 22 2
0
2
0 0
2
2 exp exp 1 1
2 2
R R
M RM r RT
f r dr C r dr C
RT RTM
    
              
  . 
Отсюда получим константу 
2
2 2
02 exp 1
2
M
C
M R
RT
RT


  
    
  
 
и функцию распределения 
 
2 2 2
2 2
0
exp
2
exp 1
2
M M r
f r r
RTM R
RT
RT
  
  
    
   
  
.                     (2.5) 
Используя функцию распределения (2.5), по правилу нахождения 
среднего получим 
 
0 0R2 2 2
2 2 3
2 2
0 00
exp .
2
exp 1
2
R
M M r
r r f r dr r dr
RTM R
RT
RT
  
   
    
   
  
   
Преобразуем интеграл следующим образом: 
0
0
R2 2 2
2 3
2 2
00
2 2 2
2 2
2 2
00
exp
2
exp 1
2
exp .
2
2 exp 1
2
R
M M r
r r dr
RTM R
RT
RT
M M r
r dr
RTM R
RT
RT
  
  
    
   
  
  
  
    
   
  


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Последний интеграл можно взять методом дифференцирования по 
параметру: 
      
    
0 0
0
0 0
0
0 02
1
exp exp exp 1
1
exp 1 exp .
x x
d d
x x dx x dx x
d d
x
x x
 
       
   
     

 
 
Таким образом, получим 
2 2
0
2 2
0 22 2
0
exp
2 2
exp 1
2
M R
RT RT
r R
MM R
RT
  
  
   
   
  
   
.                              (2.6) 
Из формулы (2.6) в пределе  
2 2
0 1
2
M R
RT

  
получим 
2 2
0 2 2
0
2
1
RT
r R
M R
 
  
 
. 
Тогда среднеквадратическое расстояние 
1/2
1/2
2
0 2 2
0
2
1
RT
r R
M R
 
  
 
. 
Отличие этого расстояния от R0 характеризует толщину слоя вблизи 
стенки, в которой в основном находится газ: 
1/2
2
0 2
0
RT
h R r
M R
  

. 
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3. УРАВНЕНИЕ СОСТОЯНИЯ ИДЕАЛЬНОГО ГАЗА. ПЕРВОЕ 
НАЧАЛО ТЕРМОДИНАМИКИ 
Уравнением состояния идеального газа (ИГ) называется уравнение, 
связывающее между собой параметры состояния ИГ – давление р, объем V и 
температуру Т. Это уравнение Менделеева – Клапейрона: 
 
                                              pV RT  ,                                              (3.1) 
где 
m
M
   – количество вещества (то есть количество молей газа); m – масса 
газа; М – его молярная масса. 
 Очень важный физический закон – закон сохранения энергии 
применительно к тепловым процессам – называется первым началом 
термодинамики: количество теплоты Q, подведенное к системе, идет на 
изменение ее внутренней энергии ΔU  и на совершение системой работы А над 
внешними телами: 
                                                     Q U A   .                                              (3.2) 
Для работы газа есть общая формула 
                                                       
2
1
V
V
A pdV  ,                                               (3.3) 
а изменение внутренней энергии можно рассчитать так: 
                                              
2 1
i R T
U R T
 
    
 
,                                  (3.4) 
где ΔТ – изменение температуры в ходе процесса; i – число степеней свободы 
молекул газа; γ – показатель адиабаты газа. Эти величины связаны между собой 
соотношением  
                                                       
2i
i

  .                                                  (3.5) 
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Формулу (3.2) часто называют интегральной – она описывает процесс в 
целом. Для бесконечно малого участка процесса используют 
дифференциальную форму записи первого начала: 
1
RdT
Q dU A pdV

     
 
.                             (3.6) 
 В этом выражении используются значки d и δ – это обычно делается для 
того, чтобы подчеркнуть: внутренняя энергия – это функция состояния, а 
работа и теплота – функции процесса. 
 
 Задача 3.1. Газ с молярной массой М находится под давлением р между 
двумя одинаковыми горизонтальными пластинами. Температура газа растет 
линейно от Т1  у нижней пластины до Т2  у верхней. Объем газа между 
пластинами равен V. Найти его массу.  
 
 Прежде всего, введем некоторые дополнительные обозначения. Пусть 
площадь пластин равна S, а расстояние между ними равно d (рис. 3.1). Ясно, что 
V = Sd. Температура меняется 
линейно вдоль оси х, и эту 
зависимость можно записать в виде 
2 1
1
T T
T T x
h

  . 
 Рассмотрим слой газа 
толщиной dx, находящийся на 
расстоянии х от нижней пластины. 
Он имеет объем  dV = Sdx, а его 
массу dm можно выразить, используя уравнение (3.1): 
2 1
1
.
MpdV MpS MpS dx
dm dx
T TRT RT R
T x
h
  


 
Нам осталось проинтегрировать это выражение и получить ответ: 
x 
h 
x 
0 
dx 
Рис. 3.1 
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 
2 1
1
2 1 2 10 1
0
ln
h
h
MpS dx MpSh T T
m T x
T TR R T T h
T x
h
 
       
  
                                            
 
2
2 1 1
ln
MpV T
R T T T


.                                             (3.7) 
 
Задача 3.2. Определить наименьшее возможное давление идеального газа 
в процессе, происходящем по закону Т = Т0 + αV
2, где Т0  и α – положительные 
постоянные; V – объем моля газа. 
 
 Воспользуемся вновь уравнением Менделеева–Клапейрона (3.1) и 
выразим давление газа: 
                                          0
TRT
p R V
V V
 
    
 
.                                  (3.8) 
 Исследуем это выражение на экстремум, найдем объем, при котором 
давление будет минимальным: 
0
2
0,
Tdp
R
dV V
 
     
 
 0 ,
T
V 

 
и подставим его в формулу (3.8): 
                                                  min 02p R T  .                                          (3.9) 
 
 Задача 3.3. В вертикальном цилиндре под невесомым поршнем находится 
один моль идеального газа при температуре Т. Пространство над поршнем 
сообщается с атмосферой. Какую работу необходимо совершить, чтобы, 
медленно поднимая поршень, изотермически увеличить объем газа в п раз? 
Трения нет. 
 
 Будем считать, что поршень имеет площадь S и первоначально находится 
на расстоянии х0 от дна цилиндра. Таким образом, первоначальный объем газа 
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V0 = Sx0. Начальное давление газа равно атмосферному  р0, и согласно 
уравнению (3.1) 
                                                    0 0 0p V RT .                                                (3.10) 
 В процессе расширения давление газа в цилиндре будет уменьшаться. 
Найдем его в момент, когда поршень будет находиться на расстоянии х от дна 
цилиндра. Поскольку процесс изотермический, то 
                            0 0pV p V  ,  0 0pSx p Sx ,   
0 0p xp
x
 .                   (3.11) 
 Таким образом, появляется разность давлений, действующих на поршень 
сверху (р0) и снизу (р), то есть возникает сила F, действующая на поршень и 
направленная вниз: 
                                        00 0 1
x
F p p S p S
x
 
    
 
.                               (3.12) 
Для того чтобы медленно поднимать поршень, нужно приложить такую же по 
величине силу, направленную вверх, и ее работу можно легко посчитать: 
  
0 0
0 0
0
0 0 0 01 1 ln
nx nx
x x
x
A Fdx p S dx p S n x x n
x
 
       
 
   
         0 0 0 0 01 ln 1 ln 1 lnp Sx n n p V n n RT n n         .           (3.13) 
 
 Задача 3.4. Три моля идеального газа, находившегося при температуре 
Т0 = 273 К, изотермически расширили в п = 5 раз и затем изохорически нагрели 
так, что его давление стало равным первоначальному. За весь процесс газу 
сообщили количество тепла Q = 80 кДж. Найти γ для этого газа.  
 
 Данный процесс состоит из двух стадий – изотермической и 
изохорической, поэтому и количество теплоты, сообщенное газу, нужно 
записать в виде суммы двух слагаемых: 
                                                      1 2Q Q Q  .                                              (3.14) 
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При изотермическом процессе T = const, то есть ΔU1 = 0, поэтому  
2
1
1 1
V
V
Q A pdV   . 
 Здесь мы воспользовались формулами (3.2)–(3.4). 
 Для расчета работы вспомним формулу (3.1) 
0RTp
V

 , 
и тогда                               
2
1
2
1 0 0 0
1
ln ln
V
V
dV V
Q RT RT RT n
V V
      .                   (3.15) 
 При изохорическом процессе объем газа не меняется, и, значит, его 
работа равна нулю (см. (3.3)). Поэтому, согласно формуле (3.2), 
                                    
  0
2 2
1
1 1
R n TR T
Q U
  
   
   
.                       (3.16) 
 Поясним полученный результат. На первой стадии, при изотермическом 
процессе, объем увеличился в п раз. При этом давление газа уменьшилось в п 
раз. На второй стадии, при изохорическом процессе, давление вернулось к 
первоначальному значению, то есть возросло в п раз, а это значит, что 
температура газа увеличилась тоже в п раз.  
Дальше все понятно:  
 0 0 01T nT T n T     . 
Теперь подставим формулы (3.15) и (3.16) в исходное выражение (3.14) и 
найдем γ: 
0
1
ln
1
n
Q RT n
 
   
  
, 
0
1
ln
1
n Q
n
RT

 
  
, 
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0
1
1
ln
n
Q
n
RT

  


, 
                                           
0
1
1 1,4.
ln
n
Q
n
RT

   


                                  (3.17) 
 Этот результат, кстати, соответствует газу, состоящему из двухатомных 
молекул (у них число степеней свободы равно пяти). 
 
 3.5. Один моль кислорода, находившегося при температуре Т0 = 290 К, 
адиабатически сжали так, что его давление возросло в п = 10 раз. Найти: 
а) температуру газа после сжатия; 
б) работу, которая была совершена над газом. 
 
 Для начала надо кое-что вспомнить. Адиабатическим называется процесс, 
протекающий без теплообмена с окружающей средой. Если газ расширяется – 
он совершает работу, и эта работа происходит за счет убыли внутренней 
энергии газа – газ охлаждается. И наоборот – если газ сжимается под действием 
внешних сил, происходит увеличение его внутренней энергии, и его 
температура увеличивается. Это значит, что в нашем случае газ будет 
нагреваться.  
Уравнение адиабатического процесса (его называют уравнением 
Пуассона) обычно записывают в виде 
                                                        const,pV
                                             (3.18) 
или 
                                                      1 constTV   ,                                       (3.19) 
или 
                                                     
1
constp T

  .                                        (3.20) 
Газ – кислород, молекула двухатомная, поэтому i = 5, γ =1,4  (см. (3.5)). 
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 Нам для решения пригодится формула (3.14), которую мы запишем так: 
11
00p T p T

  . 
 Отсюда сразу получаем ответ на первый вопрос: 
                                    
1
1
0
0 0 560
p
T T T n K
p



    
 
.                      (3.21) 
 Для ответа на второй вопрос задачи нам потребуются две формулы. Одна 
– для работы газа (3.3), а вторая – (3.18), которую мы запишем в виде  
0 0pV p V
  ,    0 0
p V
p
V


 . 
 Тогда  
0 0
0 0
0 0 1 1
0
1 1
1
V V
V V
p VdV
A pdV p V
V V V


  
 
     
   
   
                             
11
0 0 0 0 0 0
1
1 1
1 1
p V V p V V
VV


    
                
.                         (3.22) 
 Из формулы (3.18) следует, что 
0
0
V p
n
V p

 
  
 
,  
1
0V n
V
 ,  
11
0V n
V

   
 
, 
а уравнение состояния (3.1) дает p0V0 = RT0. Подставляя все в (3.22), получим 
                                                  
1
0 1
1
RT
A n


 
  
   
 
.                                           (3.23) 
 Мы получили полезную формулу. Она описывает работу газа при 
адиабатическом процессе. Но нас сейчас интересует работа Авнеш, совершенная 
над газом внешними силами: 
                                   
1
0
внеш 1 5,6 кДж.
1
RT
А A n


 
     
   
 
                          (3.24) 
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Задача 3.6. В баллоне объемом V = 7,5 л при температуре Т = 300 К 
находится смесь идеальных газов: ν1 = 0,10 моля кислорода, ν2 = 0,20 моля 
азота и ν3 = 0,30 моля углекислого газа. Считая газы идеальными, найти: 
а) давление смеси; 
б) среднюю молярную массу М данной смеси, которая входит в уравнение 
ее состояния. 
 
Запишем уравнения Менделеева – Клапейрона для каждого из этих газов: 
1 1 ,p V RT   
2 2 ,p V RT   
3 3p V RT   
и сложим их: 
   1 2 3 1 2 3p p p V RT        . 
Учтем, что 1 2 3p p p p   , и получим первый ответ: 
 1 2 3 0,2 МПа.
RT
p
V
        
Для ответа на второй вопрос задачи запишем уравнение Менделеева – 
Клапейрона для смеси газов: 
,
m
pV RT
M
  
где 1 2 3 1 1 2 2 3 3 ,m m m m M M M         и найдем из этого уравнения 
среднюю молярную массу М  данной смеси: 
36,7 г/моль.
m RT
M
pV
   
 
Задача 3.7.   В вертикальном закрытом с обоих торцов цилиндре находится 
массивный поршень, по обе стороны которого – по одному молю воздуха. При 
Т = 300 К отношение верхнего объема к нижнему η = 4,0. При какой 
температуре это отношение станет равным η* = 3,0? 
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Разность давлений сверху и снизу не зависит от температуры и определяется 
массой поршня и его площадью: 
2 1 ,
mg
p p
S
   
поэтому 
2 1 2 1 ,p p p p
     
2 1 2 1
,
RT RT RT RT
V V V V
 
 
    
 
 
1 2 1 2
1 2 1 2
.
V V V V
T
VV V V
   

 



 
Из  условия задачи следует, что 
1 2 1 2,       , V V V V
                                           (3.25)                                     
поэтому 
 
 
2
2
1
.
1
V
T T
V
 


 

  
 
Общий объем газа остается неизменным: 
1 2 1 2 ,V V V V
     
и с учетом соотношений (3.25) получаем 
   2 21 1 ,V V       
или  
2
2
1
.
1
V
V




 
 
Нам осталось записать ответ: 
 
 
 22
2
2
11
420 К.
( 1)1
V
T T T
V
 


   
  
    
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Задача 3.8. Найти давление воздуха в откачиваемом сосуде как функцию 
времени откачки. Объем сосуда V0, начальное давление р0. Процесс считать 
изотермическим и скорость откачки не зависящей от давления и равной λ. 
 
Скоростью откачки называют объем газа, откачиваемый в единицу 
времени, причем этот объем измеряется при давлении газа в данный момент 
времени. Пусть за время dt  из сосуда откачали объем газа dV. При этом масса 
газа в сосуде уменьшилась на величину dm, которую мы найдем, используя 
уравнение Менделеева – Клапейрона: 
,
dm
pdV RT
M
  
.
pMdV
dm
RT
  
Скорость откачки определим по формуле  λ = dV/dt , и тогда 
.
pMdV pM dt
dm
RT RT

   
Объем сосуда не меняется – он равен V0, поэтому при уменьшении массы 
газа уменьшается и его давление: 
0 .
dm
dpV RT p dt
M
      
Преобразуем это уравнение к виду 
0
dp
dt
p V

   
и проинтегрируем его: 
0
ln ln ,p t c
V

     
0
exp .p c t
V
 
  
 
 
 Постоянную интегрирования  с  определим из условия: при t = 0  p = p0.  
 Поэтому                             0
0
exp .p p t
V
 
  
 
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Задача 3.9. Показать, что внутренняя энергия U воздуха в комнате не 
зависит от температуры, если наружное давление р постоянно. Вычислить U, 
если р равно нормальному атмосферному давлению и объем комнаты 
V = 40 м3.  
 
Внутренняя энергия данной массы идеального газа, конечно, зависит от 
температуры. Но в данном случае масса газа будет изменяться. Она, в 
частности, будет уменьшаться при увеличении температуры, так как часть газа 
из комнаты уйдет. Пусть первоначально температура газа была Т1, а затем она 
стала равна Т2. Тогда начальное и конечное значения внутренней энергии 
можно записать в виде 
1 2
1 2
1 2,    .
1 1
m m
RT RT
M MU U 
   
 
 Найдем их отношение: 
2 2 2
1 1 1
.
U m T
U m T
  
 Вспомним уравнение Менделеева – Клапейрона 
,
m
pV RT
M
  
и перепишем его в виде 
.
MpV
mT
R
  
 Правая часть этого выражения в соответствии с условиями задачи есть 
величина постоянная, поэтому m2T2 = m1T1 и, следовательно, U = const. Что и 
требовалось доказать. 
 
 Задача 3.10. Найти молярную массу газа, если при нагревании m = 0,50 кг 
этого газа на ΔТ = 10 К изобарически требуется на ΔQ = 1,48 кДж тепла 
больше, чем при изохорическом нагревании. 
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 Изобарическое нагревание требует большего количества теплоты, нежели 
нагревание изохорическое – в первом процессе тепло идет не только на 
увеличение внутренней энергии газа (как во втором случае), но и на 
совершение газом работы над внешними телами при его расширении. 
 Итак,                                    ,p VQ Q Q             
,
1
V
m R T
Q U
M

  
 
 
.
1
p
m R T
Q U A p V
M

     
 
 
Учитывая, что при изобарическом процессе 
,
m
p V R T
M
    
получим  
,
1
p
m R T
Q
M
 

 
 
и тогда 
.
m
Q R T
M
    
Далее – ответ: 
28  г/моль.
mR T
M
Q

 

 
Это азот. 
 
 Задача 3.11. Один моль идеального газа изобарически нагрели на 
ΔТ = 72 К, сообщив ему количество тепла Qp = 1,60 кДж. Найти приращение 
его внутренней энергии и величину γ = ср/сV. 
 
 По первому началу термодинамики ΔU = Q – A. Для изобарического 
процесса 
,A p V R T     
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поэтому 
1,00  кДж.pU Q R T      
 Для ответа на второй вопрос воспользуемся формулой, полученной при 
решении предыдущей задачи (учтем, что m/M = 1): 
1
p
R T
Q U
 
  
 
 
и найдем  
1,60.
pQ
U
  

 
 
 Задача 3.12. Два моля идеального газа при температуре Т0 = 300 К 
охладили изохорически, вследствие чего его давление уменьшилось в п = 2 раза. 
Затем газ изобарически расширили так, что в конечном состоянии его 
температура стала равна первоначальной. Найти количество тепла, 
полученного газом при этом процессе. 
 
 За основу решения задачи возьмем первое начало термодинамики: 
12 23 12 12 23 12.Q Q Q U A U U        
12 23 13 0,U U U      
так как температуры начального и конечного состояний совпадают.  А12 = 0, так 
как процесс изохорический. В итоге получаем  Q = A12. Нам осталось 
вычислить работу, совершенную газом в ходе изобарического расширения: 
 23 2 3 2 .A p V V   
Учтем, что V2 = V1, p2 = p1/n, p2V3 = νRT0, p2V2 = p1V1/n = νRT0/n, и получим 
ответ: 
0
1
2,5 кДж.
n
Q RT
n

    
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 Задача 3.13. Вычислить γ для газовой смеси, состоящей из ν1 = 2,0 моля 
кислорода и ν2 = 3,0 моля углекислого газа. Газы считать идеальными. 
 
   Постоянная адиабаты γ определяется формулой γ = cp /cV , где cp и cV – 
молярные теплоемкости газа при изобарическом и изохорическом процессах 
соответственно. Воспользуемся первым началом термодинамики: 
1 2
1 2
,
1 1
V V
R T R T
Q c T U
   
     
   
 
1 2 .p p VQ c T U A Q p V p V           
При изобарическом процессе 
,p V R T     
поэтому 
 1 2 .p VQ Q R T       
Итак, 
   
   
1 1 2 2 2 11 2
1 2 1 2 2 1
1 2
1 1
1 1,33.
1 1
1 1
p p
V V
c Q
c Q
          
      
        
   
 
 
 Задача 3.14. Внутри закрытого с обоих концов горизонтального 
цилиндра находится легкоподвижный поршень. Первоначально поршень делит 
цилиндр на две равные части, каждая объемом V0, в которых находится газ 
одинаковой температуры и под одним и тем же давлением р0. Какую работу 
необходимо совершить, чтобы, медленно двигая поршень, изотермически 
увеличить объем одной части газа в η раз по 
сравнению с объемом другой части? 
 Рассмотрим газ в тот момент, когда 
поршень сместился на расстояние х 
относительно первоначального положения  
(рис. 3.2).  
х 
Рис. 3.2 
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 Тогда для левой части мы можем записать равенство 
 1 0 0 0,p V Sx p V   
а для правой – 
 2 0 0 0.p V Sx p V   
 В этих выражениях  р1  и  р2  – давления газа слева и справа от поршня, а  
S  – его площадь. Таким образом, разность давлений газа слева и справа от 
поршня будет Δр = р2 – р1, и на поршень будет действовать сила 
2
0 0
2 2 2
0
2
.
p V S x
F pS
V S x
  

 
 Элементарная работа  dA, которую необходимо совершить, чтобы 
увеличить смещение поршня на величину dx, определяется выражением 
dA = Fdx, а полную работу мы найдем, вычислив интеграл: 
 2 22 2
0 0 0
0 0 0 02 2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 00 0 0
2
ln .
k k k
x x x
k
d S xp V S xdx V
A Fdx p V p V
V S x V S x V S x
   
  
    
 Верхний предел интегрирования xk характеризует смещение поршня 
относительно первоначального положения, при котором выполняется условие 
V1 = ηV2 , то есть 
 0 0 .k kV Sx V Sx    
 Отсюда следует, что 
 
 
0 1 ,
1
k
V
x
S



 
и мы получаем ответ: 
 
2
0 0
1
ln .
4
A p V



 
 Задача 3.15. Некоторую массу азота сжали в η = 5,0 раз (по объему) 
один раз адиабатически, другой – изотермически. Начальное состояние газа в 
обоих случаях одинаково. Найти отношение соответствующих работ по 
сжатию газа. 
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 Работа А, затраченная на сжатие газа, равна со знаком «минус» работе 
самого газа при этом процессе, то есть 
2 1
1 2
.
V V
V V
A pdV pdV     
 При адиабатическом процессе 
1 1 ,pV p V
   
поэтому 
1 1p Vp
V


  
и  
1
2
1 1
адиаб 1 1 1 1
1 2
1 1
.
1
V
V
dV p V
A p V
V V V


  
 
   
   
  
Учитывая, что V1 = ηV2, получим окончательно 
 11 1адиаб 1 .
1
p V
A   
 
 
 При изотермическом процессе 
1 1,pV p V  
поэтому 
2
1
1
1 1 1 1 1 1
2
ln ln .
V
T
V
dV V
A p V p V p V
V V
      
Запишем ответ: 
 
1
адиаб 1 .
1 lnT
A
A
 

  
 
Осталось напомнить, что молекулы азота двухатомные и поэтому  γ = 1,4. 
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4. ТЕПЛОЕМКОСТЬ ИДЕАЛЬНОГО ГАЗА. 
ПОЛИТРОПИЧЕСКИЕ ПРОЦЕССЫ 
 Молярной теплоемкостью с называется физическая величина, равная 
количеству теплоты, которое необходимо сообщить молю вещества для того, 
чтобы изменить его температуру на 1 К. Математически это выглядит 
следующим образом. Пусть система состоит из ν молей вещества. Данной 
системе сообщили количество теплоты δQ, и ее температура изменилась на 
величину δТ. Тогда 
                                                          
Q
с
dT



.                                                (4.1) 
 Теплоемкость определяется количеством теплоты, которая является 
функцией процесса, поэтому теплоемкость любой термодинамической системы 
будет зависеть от типа процесса. Для идеальных газов обычно выделяют два 
типа теплоемкости: при постоянном объеме (то есть при изохорическом 
процессе) ее обозначают cV и при постоянном давлении (то есть при 
изобарическом процессе) ее обозначают cр. Их можно представить в виде 
соответственно 
                                                        
1
V
R
c 
 
                                                    (4.2) 
и  
                                                        
1
p
R
c


 
.                                                  (4.3) 
 Помимо изопроцессов, в термодинамике существует множество других 
процессов, в ходе которых теплоемкость также остается неизменной. Эти 
процессы называются политропическими. В случае идеальных газов все они 
описываются уравнением     
                                                      const
npV  ,                                            (4.4) 
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которое называется уравнением политропы. Параметр п в этом уравнении 
носит название показателя политропы. Это уравнение часто записывают с 
использованием других переменных, например Т и V: 
                                                    1= constnTV  .                                           (4.5) 
 Показатель политропы  n  можно выразить через теплоемкость газа: 
                                                       
p
V
c c
n
c c



,                                                (4.6) 
и наоборот, можно вычислить теплоемкость газа при политропическом 
процессе, если известен параметр n: 
                                                   
1 1
R R
c
n
 
  
.                                         (4.7) 
 Работу газа при политропическом процессе в ряде случаев удобно 
вычислять по формуле 
                                    
1
V
R T
A Q U c c T
n
 
      

.                           (4.8) 
 
 Задача 4.1. Найти молярную теплоемкость при политропическом 
процессе constnpV  , если показатель адиабаты газа равен γ. При каких 
значениях показателя политропы п теплоемкость газа будет отрицательной? 
 
 Ответ на первый вопрос задачи у нас уже есть – это формула (4.7), и мы 
не стали бы рассматривать данную задачу, если бы в ней не было второго 
вопроса. Действительно, что означает отрицательная теплоемкость? Давайте 
разберемся. Отрицательная теплоемкость означает, что при подводе к системе 
тепла ее температура понижается. Может ли такое быть? Может. Это 
происходит тогда, когда работа, совершаемая системой, больше, чем 
подводимое к ней тепло. В этом случае на совершение системой работы 
затрачивается еще и часть ее внутренней энергии – и температура системы 
понижается. 
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 Итак, займемся формулой (4.7) и рассмотрим случай, когда с < 0. Это 
возможно в том случае, когда 
1 1
R R
n

  
. 
Левая часть этого неравенства всегда положительна (γ > 1), поэтому должна 
быть положительна и его правая часть, то есть п > 1. В результате получаем    
                                                         1 < п < γ.                                                (4.9) 
Таким образом, отрицательная теплоемкость системы возникает при 
протекании процессов, являющихся, условно говоря, промежуточными между 
изотермическим и адиабатическим процессами. 
 
 Задача 4.2. Объем моля идеального газа с показателем адиабаты γ 
изменяют по закону V = a/T, где а – постоянная. Найти количество тепла, 
полученного газом в этом процессе, если его температура испытала 
приращение ΔТ. 
 
 Перепишем формулу для объема, приведенную в условии задачи, в виде 
TV = a и сравним ее с уравнением (4.5). Вывод очевиден – мы имеем 
политропический процесс с показателем политропы  п = 2 . Теплоемкость газа 
в этом процессе определим по формуле (4.7) и получим ответ 
                              
1 2
1
1 1
Q c T R T R T
   
       
    
.                          (4.10)  
  
 Задача 4.3. Идеальный газ с показателем адиабаты γ расширили по 
закону р = аV, где а – постоянная. Первоначальный объем газа V0 . В 
результате расширения объем увеличился в η  раз. Найти: 
а) приращение внутренней энергии газа; 
б) работу, совершенную газом; 
в) молярную теплоемкость газа в этом процессе. 
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 Прежде всего обратим внимание на условие задачи: давление газа 
пропорционально его объему, то есть при расширении газа его давление не 
уменьшается, а возрастает! Может ли такое быть? Может. В ходе процесса 
система получает настолько большое количество теплоты, что его хватает не 
только на работу, совершаемую газом, но и на увеличение его внутренней 
энергии. 
 Воспользуемся формулами (3.4) и (3.1) и ответим на первый вопрос: 
   2 2 2 20 00 0 0 1
1 1 1 1 1
a V V aVRT RT pV p VR T
U
      
     
         
.     (4.11) 
 Работу, совершенную газом, найдем по известной формуле (3.3): 
       
   
0 0 0
2 2 2 22
0 0 1
2 2 2
VV V
V V V
a V V aVaV
A pdV aVdV
  
      .            (4.12) 
 Для того чтобы ответить на третий вопрос задачи, перепишем формулу, 
приведенную в условии, в виде  pV-1 = a. Мы получили уравнение 
политропического процесса (4.4) с показателем политропы п = –1 . Молярную 
теплоемкость вычислим по формуле (4.7): 
                                          
1 2 2
V
R R R
c c   
 
.                                   (4.13) 
  
 Задача 4.4. Один моль идеального газа с показателем адиабаты γ 
совершает процесс, при котором его давление р ~ Тα,  где α – постоянная. 
Найти: 
а) работу, которую произведет газ, если его температура испытает 
приращение ΔТ; 
б) молярную теплоемкость газа в этом процессе; при каком значении α 
теплоемкость будет отрицательной? 
 
44 
 
 Пожалуй, единственное, что нужно сделать, чтобы решить эту задачу, – 
преобразовать формулу для давления, приведенную в условии, к виду 
уравнения политермы. Для этого перепишем ее в виде   
рТ–α = сonst                                                         (4.14) 
и перейдем к переменным T и V.  Из формулы (3.1) следует, что р ~ T / V, 
поэтому уравнение (4.14) можно представить в виде 
1 1 constT V   , 
или  
                                                    
1
1  const.TV                                              (4.15) 
 Сопоставляя это уравнение с формулой (4.5), найдем показатель 
политропы:  
1
1
1
п  
 
 ,   
1
п


 
, 
и по формуле (4.8) найдем работу газа: 
                                              1
1
R T
A R T
n

   

.                                       (4.16) 
 Теплоемкость определим по формуле (4.7): 
1
1
1 1 1 1
R R
c R R
n
   
         
         
.               (4.17) 
 Теплоемкость будет отрицательной, если 
.
1

 
 
 
  
Задача 4.5. Один моль идеального газа с известным CV находится в левой 
части цилиндра (рис. 4.1). Справа от поршня 
вакуум. В отсутствие газа поршень находится 
вплотную к левому торцу цилиндра, и пружина 
в этом положении не деформирована. Боковые 
стенки цилиндра и поршень – адиабатные. Газ Рис. 4.1 
Q 
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нагревают через левый торец цилиндра. Найти теплоемкость газа в этих 
условиях. 
 
 Итак, мы запустили моль газа в левую часть цилиндра и начали его 
нагревать. При этом происходит деформация пружины, и давление газа можно 
выразить так: 
упрF kx
p
S S
  , 
где k – жесткость пружины; х – величина ее деформации; S – площадь 
поперечного сечения цилиндра. Умножим и разделим правую часть этого 
выражения на S и учтем, что V = xS – это объем, занимаемый газом: 
                                                           
2
kV
p
S
 .                                                      (4.18) 
Вспомним, что согласно уравнению состояния  
RT
p
V
 , 
и перепишем выражение (4.18) в виде 
2 2
const
T k
V RS
   
или 
2 constTV   . 
 Мы получили уравнение политропического процесса (см. формулу (4.5)) 
с показателем политропы п = –1. А дальше – применяем формулу (4.7) и 
получаем ответ: 
1 1 2
V
R R R
c C
n
   
  
.                            (4.19) 
 
 Задача 4.6. Показать, что процесс, при котором работа идеального газа 
пропорциональна соответствующему приращению его внутренней энергии, 
описывается уравнением pV γ = const , где п – постоянная. 
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 Из условия задачи следует, что δА = αdU, где α – коэффициент 
пропорциональности. Таким образом, 
.
1
RdT
pdV

 
 
 
 Согласно уравнению Менделеева–Клапейрона  
,
RT
p
V

  
поэтому 
1
.
dT dV
T V
 


 
 Обозначим  
1
1 ,n
 
 

 
тогда 
 1 .
dT dV
n
T V
   
 Проинтегрируем это уравнение и получим ответ: 
 ln 1 ln lnconst,T n V    
1 const,nTV    
const.npV   
 При записи окончательного результата мы учли, что согласно уравнению 
Менделеева–Клапейрона T ~ pV. 
 
 Задача 4.7. При некотором политропическом процессе объем аргона был 
увеличен в α = 4 раза. Давление при этом уменьшилось в β = 8 раз. Найти 
молярную теплоемкость аргона в этом процессе, считая газ идеальным. 
 
 Воспользуемся уравнением политропического процесса и запишем его в 
виде 
1 1 2 2 .
n np V p V  
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 Другими словами, 
1 2
2 1
.
n
p V
p V
 
  
 
 
 Учитывая, что V2 / V1 = α, а p1 / p2 = β, можно найти показатель 
политропы п: 
ln
ln
n



 
и вычислить молярную теплоемкость аргона по известной формуле 
Дж
 4,2 .
1 1 моль К
R R
c
n
   
   
 
При расчетах мы учли, что аргон – газ одноатомный, и для него γ = 5/3.                    
 
 Задача 4.8. Один моль аргона расширили по политропе с показателем 
п = 1,50. При этом температура газа испытала приращение ΔТ = –26 К. 
Найти: 
а) количество полученного газом тепла; 
б) работу, совершенную газом. 
 
 Для того чтобы ответить на первый вопрос, достаточно вычислить 
теплоемкость газа: 
Дж
 4,16 
1 1 моль К
R R
c
n
   
   
 
и найти количество полученного газом тепла: 
0,11  кДж.Q c T    
 Для вычисления работы воспользуемся первым началом термодинамики 
0,43 кДж.
1
R T
A Q U Q

    
 
 
Как и в предыдущей задаче, γ = 5/3.                    
 
48 
 
 Задача 4.9. Идеальный газ с показателем адиабаты γ расширяют так, 
что сообщаемое газу тепло равно убыли его внутренней энергии. Найти: 
а) уравнение процесса в параметрах T, V; 
б) молярную теплоемкость газа в этом процессе. 
 
 На первый взгляд условие этой задачи кажется странным. Система 
получает тепло, а ее температура уменьшается. Но это только на первый взгляд. 
Система действительно получает тепло, но при этом совершает настолько 
большую работу, что на это идет не только подводимое к ней тепло, но и часть 
ее внутренней энергии. 
 Запишем условие задачи в виде 
,Q dU    
,A dU dU     
2
.
1
RdT
pdV

 
 
 
 Используем уравнение Менделеева–Клапейрона и выразим р: 
.
RT
p
V

  
 Тогда 
2
,
1
TdV dT
V
 
 
 
1
.
2
dT dV
T V
 
   
 Проинтегрируем это выражение: 
1
ln ln lnconst.
2
T V
 
    
 Полученное уравнение легко преобразуется к виду 
1
2 const.TV

  
 Мы получили уравнение политропы TVn-1 =const, в котором показатель 
политропы  п = (γ+1)/2. 
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  Вычислить молярную теплоемкость газа в этом процессе не составляет 
труда: 
.
1 1 1
R R R
c
n
   
    
 
 
 Задача 4.10. Идеальный газ с показателем адиабаты γ совершает 
процесс, при котором его внутренняя энергия  U V  , где α – постоянная. 
Найти: 
а) работу, которую произведет газ, если внутренняя энергия испытала 
приращение ΔU; 
б) молярную теплоемкость в этом процессе. 
 
 Перепишем условие задачи в виде U V  , где β – постоянная. Тогда  
,
1
RT
V 


 
 
,
1
pV
V 
 
 
  11 .p V     
 Найдем работу, которую произведет газ: 
 
   
2
1
1 2 2
2 1
1 1
1 .
V
V
A V dV V V U
    
      
 
 
 Для вычисления молярной теплоемкости учтем, что T ~ U V  , поэтому  
const.TV    
 Сравним это выражение с уравнением политропы TVn = const и найдем 
показатель п : 
1 .n    
Ответ таков: 
.
1 1 1
R R R R
c
n
   
     
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5. ЭНТРОПИЯ 
 Введение Клаузиусом понятия энтропия – одно из удивительных 
событий, сделанных на «кончике пера», теоретически. Несмотря на это 
обстоятельство и на отсутствие приборов, которые бы непосредственно 
измеряли энтропию вещества, это понятие оказалось необычайно полезным в 
термодинамике и не только в ней. Энтропия S вводится через ее элементарное 
приращение 
                                                        
Q
dS
T

 ,                                               (5.1) 
суть которого заключается в следующем: на бесконечно малом участке 
равновесного процесса, протекающего при температуре Т, система получает 
бесконечно малое количество теплоты δQ, при этом изменение ее энтропии 
определяется по формуле (5.1). Заметим, что если процесс неравновесный и, 
значит, необратимый, то знак равенства в выражении (5.1) изменяется на знак 
«больше». Изменение энтропии в ходе равновесного процесса определяется по 
формуле 
                                           
   1,2 1,2
Q cdT
S
T T
 
    .                                    (5.2) 
 Этот интеграл вычисляется очень просто, если процесс политропический 
(см. гл. 4). В этом случае c = const и поэтому 
                                            
 
2
11,2
ln
cdT T
S c
T T

    ,                                   (5.3) 
где    
                                             
1 1
1 1
c R
n
 
  
   
.                                      (5.4) 
 Показатель адиабаты γ определяется сортом газа (числом степеней 
свободы его молекул); п – показатель политропы. 
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 Задача 5.1. Найти (в расчете на один моль) приращение энтропии 
углекислого газа при увеличении его температуры в п = 2,0 раза, если процесс 
нагревания: а) изохорический; б) изобарический. 
 При изохорическом процессе 
1
V
R
c c 
 
, поэтому согласно формуле 
(5.3) 
                              2
1
Дж
ln ln 19 .
1 моль К
T R
S c п
T
   
  
                      (5.5) 
 При изобарическом процессе 
1
р
R
c c

 
 
, поэтому  
                             2
1
Дж
ln ln 25 
1 моль К
р
T R
S c п
T

   
  
.                        (5.6) 
 При проведении вычислений мы учли, что для углекислого газа γ = 4/3.   
 
 Задача 5.2. Во сколько раз следует увеличить изотермически объем 
идеального газа в количестве ν = 4,0 моля, чтобы его энтропия испытала 
приращение ΔS = 23 Дж/К? 
 
 При решении этой задачи не удастся использовать «в лоб» формулу (5.3) 
и вот почему. Показатель политропы для изотермического процесса п = 1, то 
есть с , а логарифм равен нулю – имеем неопределенность. Посчитаем 
приращение энтропии напрямую по формуле (5.2): 
       1,2 1,2 1,2 1,2
Q dU A A pdV
S
T T T T
   
          
                                    
2
1
2
1
ln ln
V
V
RdV V
R R n
V V

     .                             (5.7) 
                                                   exp 2
S
n
R

 

.                                         (5.8)  
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 Задача 5.3. Два моля идеального газа сначала изохорически охладили, а 
затем изобарически расширили так, что температура газа стала равна 
первоначальной. Найти приращение энтропии газа, если его давление в данном 
процессе изменилось в п = 3,3 раза. 
 
 Конечно, эту задачу можно было бы решать так: найти изменение 
энтропии на первом участке процесса, затем – на втором, а потом сложить эти 
величины. Мы поступим по-другому. Энтропия – функция состояния, и ее 
изменение не зависит от того, каким образом мы перешли из одного состояния 
в другое. В нашей задаче начальное и конечное состояния лежат на одной 
изотерме, а это значит, что два данных процесса можно заменить одним – 
изотермическим – и воспользоваться уже полученным результатом (5.7): 
              
2
1
2 1
1 2
Дж
ln ln ln 20 .
К
V
V
RdV V p
S R R R n
V V p

                  (5.9) 
 
 Задача 5.4. Процесс расширения двух молей аргона происходит так, что 
давление газа увеличивается прямо пропорционально его объему. Найти 
приращение энтропии газа при увеличении его объема в α = 2,0 раза. 
 Как следует из условия, p ~ V, то есть pV-1 = const. Это политропический 
процесс с показателем политропы п = –1, и теплоемкость газа в этом процессе 
согласно формуле (5.4) 
 
1
2 1
c R
 

 
. 
 Для аргона, кстати, γ = 5/3. Вспомним формулу (4.5) 
1 2
2 1 2
1 2 1
n
T V V
T V V

   
    
   
, 
и, используя (5.3), получим ответ 
                                          
1 Дж
ln 46 
1 К
S R
 
    
 
.                                 (5.10) 
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 Задача 5.5. Один моль идеального газа с известным значением 
теплоемкости cV  совершает процесс, при котором его энтропия зависит от 
температуры как S = α/T, где α – постоянная. Температура газа изменилась 
от Т1 до Т2. Найти: 
а) молярную теплоемкость газа как функцию температуры; 
б) количество тепла, сообщенное газу; 
в) работу, которую совершил газ. 
 
 Для ответа на первый вопрос задачи воспользуемся формулами (4.1)  
и (5.1): 
                                                
Q TdS
c
dT dT T
 
    .                                    (5.11) 
 Ответ на второй вопрос мы получим, взяв интеграл: 
                                        
2 2
1 1
1
2
ln
T T
T T
dT T
Q cdT
T T
      .                           (5.12) 
 Работу, совершенную газом, найдем, используя первое начало 
термодинамики 
                                       2 2 1
1
ln V
T
A Q U c T T
T
       .                         (5.13) 
 
 Задача 5.6. При очень низких температурах теплоемкость кристаллов 
3C aT , где а – постоянная. Найти энтропию кристалла как функцию 
температуры в этой области. 
 
 С вычислительной точки зрения эта задача не представляет особого 
интереса, однако есть определенный физический резон рассмотреть ее: 
2 3
0
1
3
Q CdT
S aT dT aT S
T T

       . 
 Постоянная интегрирования, которую мы обозначили как S0, имеет свой 
физический смысл – при Т = 0  S = S0, то есть S0 – это энтропия при 
54 
 
абсолютном нуле температур. И здесь нам на помощь приходит теорема 
Нернста, которую часто называют третьим началом термодинамики: при 
приближении температуры к абсолютному нулю энтропия макросистемы также 
стремится к нулю. Поэтому S0 = 0, и мы получаем ответ  
                                                  3
1
3
S aT .                                              (5.14) 
 
 Задача 5.7. Один моль идеального газа с показателем адиабаты γ 
совершает политропический процесс, в результате которого абсолютная 
температура газа увеличилась в τ раз. Показатель политропы п. Найти 
приращение энтропии газа в данном процессе. 
 
 Приращение энтропии определяется формулой 
 1,2
.
Q
S
T

    
Для политропического процесса δQ = cdT, где 
.
1 1
R R
c
n
 
  
 
Таким образом, 
2
1
2
1
ln ln .
T
T
cdT T
S c c
T T
      
 
 Задача 5.8. Гелий массой m = 1,7 г адиабатически расширили в п = 3,0 
раза и затем изобарически сжали до первоначального объема. Найти 
приращение энтропии газа в данном процессе. 
 
 Процесс адиабатического расширения газа можно описать уравнением 
1 1 2 2 ,p V p V
   
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откуда                                        12 1 1
2
.
V
p p p n
V

   
 
 
 Энтропия – функция состояния, и ее изменение не зависит от способа 
перехода из одного состояния в другое.  Начальное и конечное состояния газа 
по условию данной задачи лежат на одной изохоре, поэтому приращение 
энтропии газа в нашем случае можно вычислить по формуле 
       
3
1
3 3
1 11,3 1,3
ln ln .
1 1 1
T
T
T TQ dU RdT R mR
S
T T T T M T
  
     
       
 
 При изохорическом процессе  
3 3
1 1
,
T p
T p
  
а поскольку р3 = р2, то  
 
Дж
ln 10 .
1 К
mR
S n
M

    
 
 
 
 Задача 5.9. Найти приращение энтропии двух молей идеального газа с 
показателем адиабаты γ = 1,30, если в результате некоторого процесса объем 
газа увеличился в α = 2,0 раза, а давление уменьшилось в β = 3,0 раза. 
 
 Эту задачу можно решить двумя способами, и мы их  сейчас рассмотрим. 
Первый способ основан на том, что указанный процесс является 
политропическим. Действительно, запишем уравнение политропы в виде 
1 1 2 2 ,
n np V p V  
и преобразуем его к виду 
1 2
2 1
,
n
p V
p V
 
  
 
 
или 
.n    
56 
 
 Отсюда найдем показатель политропы 
ln
.
ln
n



 
 Воспользуемся формулами (5.3) и (5.4), в которых учтем, что 
2 2 2
1 1 1
.
T p V
T p V

 

 
Тогда  
 ln ln ln  ,S c с

       

 
     
1 1 ln ln
  ,
1 1 1 1 1 ln ln
n
c R R R
n n
       
    
           
 
и мы получаем ответ 
ln ln Дж
11 .
1 К
S R
   
    
 
 
 Рассмотрим второй способ решения этой задачи. Воспользуемся 
формулой (7.1) и применим к ней первое начало термодинамики 
 
.
1
Q dU A RdT pdV
dS
T T T T
   
   
 
 
 Учтем, что p/T = νR/V , и проинтегрируем это выражение: 
1
1
0 0
1
ln ln ln , 
1
S R T V S R T V S
  
        
      
              (5.15) 
где S0 – постоянная интегрирования. 
 Тогда 
1
1
2 2
2 1
1 1
ln ,
T V
S S S R
T V

 
  
       
  
 
                                (5.16) 
и после несложных преобразований мы получаем тот же ответ: 
γln ln Дж
11 .
1 К
S R
  
    
 
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 Задача 5.10. В сосудах 1 и 2 находится по ν = 1,2 моля газообразного 
гелия. Отношение объемов сосудов V2/V1 = α = 2, а отношение температур 
гелия в них Т1/Т2 = β = 1,5. Считая газ идеальным, найти разность энтропий 
гелия в этих сосудах. 
 
 Эту задачу мы решим очень просто, если воспользуемся формулой (5.16), 
полученной в предыдущей задаче: 
1
1
2 2
2 1
1 1
ln Дж
ln ln 0,5 .
1 К
T V
S S R R
T V

 
    
                
 
 
 
 Задача 5.11. Идеальный газ с показателем адиабаты γ совершает 
процесс по закону p = p0+αV, где р0  и α – положительные постоянные. При 
каком значении объема значение энтропии окажется максимальным? 
  Для решения этой задачи мы воспользуемся формулой (5.15) и 
преобразуем ее с учетом того, что 
 0 .
p V VpV
T
R R
 
 
 
 
0
1
ln ln
1
S R T V S
 
     
  
 
 0 0
1
ln ln ln .
1 1
R p V V R R S
 
       
    
 
 Нам осталось исследовать это выражение на экстремум, то есть взять 
производную и приравнять ее нулю:  
0,
dS
dV
  
    0
0,
1 1p V V
 
 
    
 
 
0 .
1
p
V


  
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 Задача. 5.12. Один моль идеального газа совершает процесс, при котором 
энтропия газа изменяется с температурой по закону S = aT+cV lnT, где  
а – положительная постоянная, cV – молярная теплоемкость данного газа при 
постоянном объеме. Найти, как зависит температура газа в этом процессе, 
если при V=V0  температура Т = Т0 . 
 
 И вновь воспользуемся формулой (5.16), применив ее в соответствии с 
условиями данной задачи: 
0 0
1
ln ln .
1
T V
S R
T V
 
   
  
 
 С другой стороны, согласно условию, 
 0
0
ln .V
T
S a T T c
T
     
 Сопоставляя эти выражения и учитывая, что cV = R/(γ–1), получим 
 0
0
ln
V
a T T R
V
   
или 
0
0
ln .
R V
T T
a V
   
 
 Задача 5.13. В некотором процессе температура вещества зависит от 
его энтропии по закону T~Sn, где п – постоянная. Найти соответствующую 
теплоемкость вещества как функцию энтропии. 
 
 Пусть, для определенности, T = αSn, где α – постоянная. Тогда  
dT = αnSn-1dS, и мы легко получаем ответ: 
 .
Q TdS S
c
dT dT n

    
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 Задача 5.14. Найти температуру Т как функцию энтропии  S  вещества 
при политропическом процессе, при котором теплоемкость вещества равна с. 
Известно, что при температуре  Т0  энтропия равна  S0 . 
 
 Воспользуемся известным равенством  
Q cdT
dS
T T

   
и проинтегрируем его: 
0 0
 ,
S T
S T
cdT
dS
T
   
0
0
ln  ,
T
S S c
T
   
0
0
exp  ,
S ST
T c

  
0
0 exp  .
S S
T T
c

  
 
 Задача 5.15. Рабочее вещество совершает цикл, в пределах которого 
температура изменяется в п раз, а сам цикл имеет вид, показанный на рис. 5.1. 
Найти КПД цикла. 
 
 КПД η любого цикла вычисляется по формуле 
1 2 2
1 1
1  ,
Q Q Q
Q Q

    
где Q1 и Q2 – количество теплоты, полученное и 
отданное веществом за цикл. Проанализируем 
график, представленный на рисунке. Участок 1 – 2 
соответствует изотермическому процессу при 
температуре Т1. При этом энтропия вещества 
Т 
Т1 
Т2 
S S2 S1 
1 2 
3 
Рис. 5.1 
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возрастает, а это означает, что система получает тепло. Участок 2 – 3 
представляет адиабату. При этом процессе система не обменивается теплом с 
окружающей средой. На участке 3 – 1 система возвращается в исходное 
состояние, отдавая тепло, о чем свидетельствует уменьшение ее энтропии.  
 Итак, система получает тепло Q1 на участке 1 – 2  и отдает тепло Q2  на 
участке 3 – 1. Для вычисления количества теплоты воспользуемся формулой 
(5.1), которую запишем в виде 
.Q TdS   
 Интегрируя ее, получим 
2
1
.
S
S
Q TdS   
 Этот интеграл в осях S – T  имеет наглядный смысл. Он равен площади 
под графиком зависимости T(S). В нашем случае  Q1  определится как площадь 
прямоугольника: 
 1 1 2 1 ,Q T S S   
а  Q2 – как площадь трапеции: 
  2 1 2 2 1
1
.
2
Q T T S S    
Учитывая, что Т1 = пТ2, легко получим ответ 
1
 .
2
n
n

   
 
 Задача 5.16. Идеальный газ совершает процесс, состоящий из изотермы, 
политропы и адиабаты, причем изотермический процесс происходит при 
максимальной температуре цикла. Найти КПД такого цикла, если 
температура в его пределах изменяется в п раз. 
 
 Изобразим график этого цикла в координатах S – T (рис. 5.2). Газ 
получает тепло Q1 на участке 1 – 2 и отдает Q2 на участке 2 – 3, 
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соответствующем политропическому процессу. При адиабатическом процессе 
(участок 3 – 1) теплообмен не происходит. 
 Полученное тепло Q1 вычисляется очень просто (посмотрите решение 
предыдущей задачи): 
 1 1 2 1  ,Q T S S   
а для определения тепла Q2, отданного газом, 
поступим нижеследующим образом. Поскольку 
процесс политропический, то 
 2 1 3 1 1
1 1
1  ,
n
Q c T c T T cT сT
n n
 
           
 
 
где ν – количество молей газа; с – его молярная 
теплоемкость в данном процессе. Для того чтобы их 
найти, воспользуемся формулой (5.3), которая применительно к условиям 
данной задачи запишется так: 
3
1 2
1
1
ln ln ln  .
T
S S c c c n
T n
        
 Таким образом, 
 2 1
1
,
ln
c S S
n
    
поэтому  
 2 1 1 2 1
1 1
 .
ln
n n
Q сT T S S
n n n
 
     
 Нам осталось найти КПД цикла:         
2
1
1
1 1  .
ln
Q n
Q n n

     
  
Т 
Т1 
Т2 
S S2 S1 
1 2 
3 
Рис. 5.2 
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  6. РЕАЛЬНЫЕ ГАЗЫ 
По мере увеличения плотности газ становится все менее похожим на 
идеальный. Все большее значение приобретают силы взаимодействия молекул 
газа друг с другом. Получение уравнения состояния газа, в котором было бы 
точно учтено такое взаимодействие, является очень сложной задачей. 
Приближенный и довольно грубый учет основных особенностей этого 
взаимодействия приводит к уравнению Ван-дер-Ваальса: 
 
2
.
a
p V b RT
V
 
   
 
                                             (6.1) 
Это уравнение мы записали для 1 моля газа, и наряду с  известными 
величинами здесь появились две новых константы – а и b, которые называются 
постоянными Ван-дер-Ваальса. Первая из них характеризует силы притяжения 
между молекулами, а вторая – силы отталкивания. Они зависят от сорта газа, и 
их можно найти в справочниках. Заметим, что если а и b принять равными 
нулю, мы получим уравнение состояния идеального газа – уравнение 
Менделеева – Клапейрона. 
 Внутренняя энергия реального газа, подчиняющегося уравнению Ван-
дер-Ваальса, зависит не только от его температуры, но и от объема, 
занимаемого газом. Для ν молей газа 
2
. V
a
U c T
V

                                                (6.2) 
  
 Задача 6.1. Какому давлению необходимо подвергнуть углекислый газ при 
температуре Т = 300 К, чтобы его плотность оказалась равной ρ = 500 г/л? 
Расчет провести как для идеального газа, так и для газа Ван-дер-Ваальса. 
 
 Считая газ идеальным, воспользуемся уравнением Менделеева – 
Клапейрона 
m
pV RT
M
  и выразим его плотность: .
m pM
V RT
     
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 Отсюда  
5280 10 Па 280 атм.
RT
p
M

     
При расчетах мы учли, что молярная масса углекислого газа М = 44 г/моль. 
 Проделаем те же вычисления для реального газа, воспользовавшись 
уравнением (6.1), которое запишем для  ν  молей газа: 
2
2
.     
a V
p b RT
V
   
    
  
 
 Учитывая, что m V  и V
M
  , перепишем это уравнение в виде 
2
2
a M
p b RT
M
  
    
  
 
и выразим р:  
2
5
2
80 10 Па 80 атм.
RT a
p
M b M
 
    

 
 Различие весьма значительное – в три с половиной раза. 
 
 Задача 6.2. Найти работу, совершаемую одним молем вандерваальсова 
газа при его изотермическом расширении от объема V1  до объема V2  при 
температуре Т. 
 Работа газа вычисляется по известной формуле 
2
1
,
V
V
A pdV   
в которой давление определим из уравнения (6.1): 
2
.
RT a
p
V b V
 

 
 Тогда  
 2
1
2 12
2
1 1 2
ln .
V
V
a V VRT a V b
A RT
V b V b VVV
 
    
  
  
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 Задача 6.3. Какое количество тепла надо сообщить ν = 3 молям 
углекислого газа, чтобы при расширении в вакуум от объема V1 = 5 л до 
V2 = 10 л его температура не изменилась? Газ считать вандерваальсовым. 
 
 Для начала рассмотрим, что произойдет, если газ расширяется в пустоту 
без теплообмена с окружающими телами. Работы он не совершает – то есть 
А = 0. Теплообмена тоже нет – значит, и Q = 0. Тогда из первого начала 
термодинамики следует, что и ΔU = 0. И если мы посмотрим на формулу (6.2), 
то увидим, что  
2
2 1
1 1
0,VU C T a
V V
 
        
 
 
2
2 1
1 1
0,VC T a
V V
 
      
 
 
так как V2 > V1 . А это значит, что при расширении реального газа в пустоту его 
температура уменьшается – в отличие от газа идеального. Для поддержания его 
температуры неизменной газу необходимо сообщить количество теплоты 
 2 2 2 1
2 1 1 2
1 1
0,33 кДж.
V V
Q a a
V V VV
 
      
 
 
 
Задача 6.4.  Найти для вандерваальсова газа уравнение адиабаты в 
переменных T, V, если его теплоемкость при постоянном объеме равна cV . 
 
Адиабатический процесс – это процесс, протекающий без теплообмена с 
окружающей средой, поэтому первое начало термодинамики можно записать в 
виде 
0.Q dU pdV     
Согласно формулам (6.1) и (6.2) 
2 2
  ,  . V
RT a a
p dU c dT dV
V b V V
   

                                    (6.3) 
 
65 
 
Таким образом, 
0,V
RTdV
c dT
V b
 

 
 .
V
dT R dV
T c V b
 

 
Нам осталось проинтегрировать это выражение 
 ln ln lnconst
V
R
T V b
c
     
и получить ответ: 
  const.V
R
cT V b   
 
 Задача 6.5. Один моль вандерваальсова газа, имеющий объем V1 и 
температуру Т1 , переведен в состояние с объемом V2  и температурой Т2 . 
Найти изменение энтропии газа, если известны его молярная теплоемкость сV 
и постоянная b. 
 
 Приращение энтропии в ходе процесса определяется выражением 
.
dU pdV
S
T

    
Используя формулы (6.3), получим после сокращений 
2 2
1 1
2 2
1 1
ln ln .
T V
V V
T V
dT RdV T V b
S c c R
T V b T V b

    
  
 
  
66 
 
7. ЯВЛЕНИЯ ПЕРЕНОСА 
При нарушении равновесия система стремится вернуться в равновесное 
состояние. Этот процесс сопровождается возрастанием энтропии и, 
следовательно, необратим. Нарушение равновесия сопровождается 
возникновением потоков либо молекул, либо тепла, либо электрического заряда 
и т. п. В связи с этим соответствующие процессы носят название явлений 
переноса. Из сказанного выше вытекает, что явления переноса представляют 
собой необратимые процессы. Мы рассмотрим три явления переноса: 
диффузию, теплопроводность и внутреннее трение, или вязкость, причем 
ограничимся случаем, когда отклонения от равновесия невелики.  
 Эффективный диаметр молекулы. Молекулы газа, находясь в тепловом 
движении, непрерывно сталкиваются друг с другом. Термин «столкновение» 
применительно к молекулам не следует понимать буквально и представлять 
себе этот процесс подобным соударению твердых шаров. Под столкновением 
молекул понимают процесс взаимодействия между молекулами, в результате 
которого молекулы изменяют направление своего движения. 
Минимальное расстояние, на которое сближаются при столкновении 
центры двух молекул, называется эффективным диаметром молекулы d 
(рис. 7.1). Величина 
  2d         (7.1)  
называется эффективным сечением молекулы.  
 
 Эффективный диаметр молекул зависит от энергии, а следовательно, и от 
температуры. С повышением температуры эффективный диаметр молекул 
уменьшается. 
d
d
Рис.  7.1 
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 Средняя длина свободного пробега. За секунду молекула проходит в 
среднем путь, равный средней скорости  . Под средней длиной свободного 
пробега понимают величину, равную пути, пройденному молекулой за время t, 
деленному на число столкновений Z , которое испытала молекула за это  
время t: 
/ /l Z t Z     ,      (7.2) 
где среднеарифметическую скорость газовых молекул можно рассчитать по 
формуле 
8
.
RT
M
  

      (7.3) 
Выведем формулу для средней длины свободного пробега. Будем считать, 
что все молекулы неподвижны, кроме одной молекулы. За время t  молекула 
пройдет расстояние l t   , где   – средняя арифметическая скорость 
молекулы. Причем она за это время t испытает столкновения со всеми 
молекулами, центры которых попадают внутрь коленчатого цилиндра (его 
радиус равен диаметру одной молекулы, а длина образующей цилиндра равна 
пройденному молекулой расстоянию l t   , рис. 7.2).  
Рис. 7.2 
 Число столкновений движущейся молекулы будет равно количеству 
молекул, центры которых попали в этот цилиндр, 
2Z nV nSl d n t      , 
d
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что позволяет записать 
2
1
2 d n
 
 
,      (7.4) 
где в формулу (7.4) введен коэффициент 2 , учитывающий движения всех 
молекул – в этом случае нужно для определения числа столкновений Z  
использовать относительную скорость молекул, а не скорость молекул 
относительно стенки сосуда.  Относительная скорость двух произвольно взятых 
молекул, как показывает расчет,  отн 2   . 
Заменив согласно (7.1) πd2 через σ, формуле можно придать вид 
  
1
2 n
 

. (7.5) 
 При постоянной температуре n пропорционально p. Следовательно, 
средняя длина свободного пробега обратно пропорциональна давлению: 
1
 ~ 
p
 . 
Выше отмечалось, что эффективный диаметр молекулы убывает с ростом 
температуры. В соответствии с этим при повышении температуры длина 
свободного пробега увеличивается. 
Диффузия. Диффузией называется обусловленное тепловым движением 
молекул самопроизвольное выравнивание концентраций в смеси нескольких (в 
простейшем случае двух) различных веществ. Этот процесс наблюдается в 
твердых, жидких и газообразных средах. Мы ограничимся рассмотрением 
только газообразных сред. Закон Фика для диффузии 
,
d
m D S t
dx

          (7.6) 
где D – коэффициент диффузии; 
d
dx

 – проекция на ось x градиента плотности 
газа; S – площадь площадки, расположенной перпендикулярно к оси x;  
t – время диффузии. 
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 Коэффициент диффузии будет определяться выражением 
1
3
D   .        (7.7) 
Подставив в (7.7) выражение для   и  , получим, что 
1
~
T
D
n m
.  (7.8) 
Из (7.8) вытекает, что коэффициент диффузии обратно пропорционален 
числу молекул в единице объема, а следовательно, и давлению p: 
 
p
D
1
~ . 
При повышении температуры D растет приблизительно как T  
(напомним, что σ слегка зависит от T). 
Теплопроводность. Опыт показывает, что если в некоторой среде 
(твердой, жидкой или газообразной) создать вдоль оси z градиент температуры, 
то возникает поток тепла. Рассмотрим потока тепла в газе, основываясь на 
молекулярно-кинетических представлениях. Если температура газа в разных 
местах различна, то и средняя энергия молекул в этих местах будет различна. 
Перемещаясь вследствие теплового движения из одних мест в другие, 
молекулы переносят запасенную ими энергию. Этот перенос энергии и 
обусловливает процесс теплопроводности в газах. 
Перенос энергии молекул происходит в процессе теплопроводности. 
Закон Фурье для теплопроводности 
,
dT
Q S t
dx
         (7.9) 
где  – коэффициент теплопроводности; 
dT
dx
 – проекция на ось x градиента 
температуры.  
 Коэффициент теплопроводности газа определяется  
1
3
Vc    .                                                (7.10)  
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В формулу для коэффициента теплопроводности K  входит удельная 
теплоемкость Vc  идеального газа при постоянном объеме, которую можно 
представить в следующем виде: 
2
V MV
iR
c c
m M

  .     (7.11) 
Учтем, что   пропорциональна mT / ,   пропорциональна 
1
n
, а 
Vc  
пропорциональна in. Получим 
   
1
~
T i T
in
m n m
   
 
. (7.12) 
 
 Из (7.12) следует, что, в отличие от коэффициента диффузии, 
коэффициент теплопроводности газа не зависит от числа молекул в единице 
объема, а следовательно, и от давления ( nkTp  ). При повышении 
температуры коэффициент теплопроводности возрастает несколько быстрее, 
чем T . Это обусловлено тем, что эффективное сечение σ слегка зависит от T. 
 Явление внутреннего трения (явление вязкости). В системе создается, 
например, направленное движение газа (жидкости) вдоль стенок сосуда. 
Распределение скорости   направленного движения по сечению будет 
неравномерным. Если разбить объем газа (жидкости) на отдельные слои, то их 
скорость будет разной – вблизи стенки она будет наименьшей, а вдали от нее –
наибольшей. Молекулы каждого слоя движутся со скоростью направленного 
движения   и одновременно участвуют в тепловом движении. За счет 
теплового движения молекулы будут переходить из одного слоя в другой, при 
этом происходит перенос импульса направленного движения  p m  , 
вследствие этого на границе слоев возникают силы трения, которые тормозят 
движение более быстрого слоя и увеличивают скорость более медленного слоя. 
В явлении вязкости в пространстве неравномерно распределяется 
скорость направленного движения слоев газа, вследствие чего происходит 
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перенос импульса направленного движения. Закон Ньютона для внутреннего 
трения 
,
d
P S t
dx

                     (7.13) 
где  – коэффициент внутреннего трения; 
d
dx

 – проекция на ось x градиента 
скорости направленного движения молекул. 
Коэффициент вязкости определяется по уравнению 
 
1
3
   . (7.14) 
Из (7.14) следует, что, подобно D и χ, коэффициент вязкости 
пропорционален   и  . Кроме того, он пропорционален плотности газа ρ, 
т. е. величине, характеризующей способность газа «накапливать» импульс – 
при заданной скорости u импульс единицы объема газа оказывается тем 
бóльшим, чем больше ρ (напомним, что коэффициент теплопроводности 
пропорционален теплоемкости единицы объема газа). 
Учтя выражения для входящих в (7.14) величин, можно написать, что 
1T mT
nm
m n
   
 
. 
Отсюда следует, что, как и χ, коэффициент вязкости не зависит от 
давления. Это справедливо лишь до тех пор, пока   остается малой по 
сравнению с размерами зазора, в котором течет газ (например, по сравнению с 
диаметром трубы). По мере того как перестает выполняться это условие, 
вязкость начинает все больше зависеть от давления, уменьшаясь с его 
понижением. Зависимость η от температуры такая же, как у D и χ. 
 
 Зависимость коэффициентов переноса от параметров состояния 
идеального газа при протекании различных изопроцессов в идеальном газе 
Запишем формулы, позволяющие определить зависимости 
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 коэффициентов переноса от параметров состояния идеального газа: 
2
1 1 8
3 3 2
kT RT
D
Md p
  

, D  , 
pM
RT
  , 
2
V
iR
c
M
     .     (7.15) 
Отметим, что диаметр молекулы, представленный в формуле (7.15), 
зависит от температуры, так как при столкновениях расстояние, на которое 
сближаются центры молекул, будет зависеть от скорости их столкновения, т. е. 
от температуры ( )d d T . Однако эта зависимость является слабой и поэтому 
ею можно пренебречь при дальнейшем обсуждении. 
 1. Изобарический процесс ( const, constp m  ). Уравнение процесса: 
/ constV T  , (V ~T ). Из формул (7.4) и (7.15) следует, что  
 ,T V   3/2 3/2D T V ,  T V ,   T V .       (7.16) 
В соответствии с формулами (7.16) повышение температуры идеального 
газа приводит к увеличению коэффициента вязкости, что подтверждается 
экспериментом.  
 2. Изотермический процесс ( const, constT m  ). Уравнение процесса: 
constpV   ( 1/p V ). Учитывая, что nkTp  , запишем 
1/ ,   1/ ,   cons~ ~ ~ t,  const~ , p V D p V                  (7.17) 
т. е. коэффициент диффузии при уменьшении давления газа  возрастает, а 
коэффициенты вязкости и теплопроводности остаются постоянными, они от 
давления не зависят. 
При понижении давления газа за счет увеличения объема, занимаемого 
газом, средняя длина свободного пробега его молекул будет возрастать. При 
некотором значении давления P , равного BP  ( BPP  ), средняя длина   
свободного пробега будет сопоставима с размерами сосуда   и при дальнейшем 
понижении давления не будет изменяться. При этом наступает такое состояние 
газа, которое называется вакуумом, в этом случае молекулы будут двигаться от 
одной стенки сосуда к другой без столкновений между собой ( BP P  – вакуум). 
В состоянии вакуума дальнейшее понижение давления газа приводит к тому, 
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что коэффициент диффузии не будет зависеть от давления, а коэффициенты 
вязкости и теплопроводности в соответствии с формулами (7.15) будут линейно 
уменьшаться до нуля.  
  3. Изохорический процесс ( const, constV m  ). Уравнение процесса: 
/ constp T   ( p T ). В этом случае средняя длина свободного пробега   в 
соответствии с формулой (7.4) не зависит от параметров газа (его давления и 
температуры), так как концентрация молекул при этом не изменяется
 / constn N V  . Поэтому 
,   ,   1/ 1/ ,   1/ 1/ .const D T p T p K T p           (7.18) 
 Отметим, что полученные в модели идеального газа зависимости 
коэффициентов переноса от его параметров состояния подтверждаются 
экспериментом.  
 
 Задача 7.1. Два одинаковых параллельных диска, оси которых совпадают, 
расположены на расстоянии h друг от друга. Радиус каждого диска равен R, 
причем R >> h. Один диск вращают с небольшой угловой скоростью  , другой 
диск неподвижен. Найти момент силы трения, действующий на каждый диск, 
если вязкость среды между дисками равна . 
 
Будем предполагать, что краевыми эффектами можно пренебречь, а 
малость угловой скорости   означает, что упорядочение движения слоев среды 
между дисками имеет ламинарный характер (без турбулентности). Ради 
простоты будем проводить расчет момента силы трения  относительно оси 
дисков. 
Сначала определим модуль момента силы трения, действующего на 
малый элемент dS  (рис. 7.3), площадь которого drrddS  :  
тр трM rdF  . 
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 Используя закон Ньютона для внутреннего трения (7.13), запишем 
тр трM rdF r rd dr
z

    

.     (7.19) 
 Зная, что 
h
r
hr






, найдем момент сил трения, действующих на 
бесконечно тонкое кольцо с радиусами r  и drr  : 
2
3
тр тр
0
2 .dM M r dr
h



        (7.20) 
 
Проинтегрируем выражение (7. 20) по r  от 0 до R , получим 
4
тр 2 .
2
M R
h

   
 
 Задача 7.2. Стержень длиной l  с теплоизолирующей боковой 
поверхностью состоит из материала, теплопроводность которого 
изменяется с температурой как 
T

  , где   – постоянная. Торцы стержня 
поддерживаются при температурах 1T  и 2T . Найти зависимость )(xT , где x  – 
расстояние от торца с температурой 1T . 
 В стационарных условиях плотность потока тепла не должна зависеть от  
x , это означает, что  
,
T
C
T dx
 
        (7.21) 
где C  – константа.  
dS
 
r
 
d  
Рис. 7.3 
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 Из (7.21) следует, что 
dx
C
T
dT

  .                      (7.22) 
 Решая уравнение (7.22), получим 
x
C
T
T


1
ln .       (7.23) 
 Для нахождения константы C  учтем, что при lx   температура 2TT  , и 
следовательно, подставим это в выражение (7.23):  
l
C
T
T


1
2ln ,        
откуда  
1
2ln
T
T
l
C

 .      (7.24) 
 Подставим выражение (7.24) в формулу (7.23) и выразим )(xT  в виде 
2 2
1 1 1
1 1
( ) exp ln
x
Cx
lx T T
T x T e T T
l T T
 
 
 
   
     
   
. 
 Задача 7.3. Найти распределение температуры в пространстве между 
двумя концентрическими сферами радиусами 1R  и 2R , заполненном 
однородным теплопроводящим веществом, если температуры сфер 1T  и 2T , а 
12 RR  . 
Для решения этой задачи воспользуемся законом Фурье для 
теплопроводности (7.9) и запишем поток тепла через промежуточную 
концентрическую сферу радиусом r: 
24
T
Q r
r

  

.       
 Эта величина в стационарном случае не зависит от r , поэтому 
C
r
T
r 

2 ,       (7.25) 
где C  – константа. 
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Из выражения (7.25) следует 
2r
dr
CdT  .        
 Решая это уравнение, получим 







rR
CTT
11
1
1 .    (7.26) 
 Найдем константу C  из условия, что при 2Rr   температура 2TT  , и 
следовательно, подставим это в выражение (7.26):   









21
12
11
RR
TT
C .      (7.27) 
 Подстановка выражения (7.27) в (7.26) позволяет найти распределение 
температуры 
















rR
RR
TT
TT
11
11 1
21
12
1 . 
 
Задача 7.4. Пространство между двумя большими горизонтальными 
пластинами заполнено гелием, диаметр атомов равен d . Расстояние между 
пластинами h . Нижняя пластина поддерживается при температуре 1T , 
верхняя – при 2T , 12 TT  . Давление газа нормальное. Найти плотность потока 
тепла. 
Для решения этой задачи воспользуемся законом Фурье для 
теплопроводности (7.9) и запишем плотность потока тепла (при этом ясно, что 
поток тепла направлен вниз) 
,Q
Q T
j
tS x

  
 
     (7.28) 
где коэффициент теплопроводности газа определяется по формуле (7.10): 
TcV 
3
1
.                                  (7.29)  
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 В выражении (7.29) для удобства введен коэффициент  , который 
определяется по выражению 
3
2
1
2 2
1
,
A
R
d N M
 
   
 
    (7.30) 
где R – универсальная газовая постоянная; M – молярная масса. 
 Подставляя (7.29) в (7.28), получим уравнение 
.Qj dx TdT   
Проинтегрировав это выражение, получим 
3 3
2 2
2 1
2
3
Qj T T
l
 
  
 
 
, 
 где  
3
2
1
2 2
1
.
A
R
d N M
 
   
 
 
 
 Задача 7.5. Найти массу азота, прошедшего вследствие диффузии через 
площадку 
20,01 мS   за время 10 ct  , если градиент плоскости в направлении, 
перпендикулярном к площадке, 
4
кг
1,26 
мx



. Температура азота K 300T . 
Средняя длина свободного пробега молекул азота 10 мкм  . 
 
Для решения этой задачи воспользуемся законом Фика для 
диффузии (7.6): 
.m D St
x

  

                                 (7.31)   
 Знак «минус» означает направление градиента плотности, и так как масса 
не может быть отрицательной, то выражение (7.31) следует взять по модулю. 
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Коэффициент диффузии будет определяться выражением (7.7). Подставив 
в него выражение для средней скорости молекул (7.3), получим 
1 8
3
RT
D
M
 

.       (7.32) 
 Подставим (7.32) в (7.31), получим  
1 8
.
3
RT
m St
M x

  
 
 
 Подставляя численные значения, определим массу азота, прошедшего 
вследствие диффузии через площадку: 
1 8
19,9 г
3
RT
m St
M x

   
 
. 
 
 Задача 7.6. Пространство между двумя коаксиальными цилиндрами 
заполнено газом. Радиусы цилиндров 5 смr   и 5,2 смR  . Высота 
внутреннего цилиндра 25 смh  . Внешний цилиндр вращается с частотой 
об
360 
мин
n  . Для того чтобы внутренний цилиндр оставался неподвижным, к 
нему надо приложить касательную силу 1,38 мНF  . Рассматривая в первом 
приближении случай как плоский, найти из данных этого опыта вязкость газа, 
находящегося между цилиндрами. 
 
 Для решения этой задачи воспользуемся законом Ньютона для 
внутреннего трения (7.13)  
.
тр
F S
x

 

                             (7.33) 
 Пространство между цилиндрами  определяется по формуле 
x R r   .                              (7.34) 
 Линейная скорость вращения внешнего цилиндра Ln , где RL  2  – 
длина окружности внешнего цилиндра. Тогда скорость  
2 .Rn        (7.35) 
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 Площадь боковой поверхности внутреннего цилиндра rhS  2 . 
 Согласно третьему закону Ньютона, касательная сила F  
.
тр
F F S
x

   

      (7.36) 
 Подставляя в (7.36) выражения (7.34) и (7.35), а также учитывая площадь 
боковой поверхности внутреннего цилиндра, получим 
22 4
2
Rn Rrnh
F rh
R r R r
 
    
 
. 
 Далее выразим коэффициент вязкости :  
 
Rrnh
FrR
24

 . 
Подставляя численные значения, получим 
 
2
17,92 мкПа с
4
R r F
Rrnh

  

. 
 
 Задача 7.7. Рассчитать среднюю длину свободного пробега молекул 
азота, коэффициент диффузии и вязкость при давлении p = 105 Па и 
температуре t = 17 С. Эффективный диаметр молекул азота d = 0,37 нм. 
Молярная масса N2. М = 2810
–3
 кг/моль.  
 
 Длина свободного пробега молекулы определяется выражением 
nd 22
1

 . 
 Выразим концентрацию из основного уравнения МКТ: 
.
p
n
kT
  
 Тогда формула для <  > 
pd
kT
22 
 .                                                  (7.37) 
 Коэффициент диффузии определяется по формуле 
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1
3
D       , 
где     – средняя скорость молекулы , 
8RT
M
  

. 
 Подставим выражение для средней скорости молекулы в формулы для 
коэффициента диффузии. Получим  
2
1 8
3 2
RT kT
D
M p
 
 
.                                   (7.38) 
Коэффициент внутреннего трения (вязкость) определяется по формуле 
1
3
      , 
где   = nm0; m0 = M/NA. 
Подставим в выражение для вязкости формулы для <>,   и . Получим  
ANd
MRT
23
2

 .                        (7.39) 
Подставим численные значения в выражения (7.37), (7.38) и (7.39). Получим 
23
8
2 18 5
23
5 2
3 2 18 5
3
2 18 23
1,38 10 290
 6,5 10  м;
1,4 3,14 (0,37) 10 10
1 8 8,31 290 1,38 10 290
1,0 10 м/с ;
3 3,14 28 10 1,4 3,14 (0,37) 10 10
2 28 10 8,31 290
 1,2 10
3 3,14 3,14 (0,37) 10 6,02 10
D  





 


 
     
   
   
   
     
  
   
    
5 кг/мс. 
 
 
 Задача 7.8. Как изменятся коэффициент диффузии D и вязкость  
идеального газа, если его объем изотермически увеличить в a раз?  
 
Запишем выражения для длины свободного пробега молекулы в разных 
состояниях: 
1
21 2
1
nd
 ; 
2
22 2
1
nd
 ,   (7.40) 
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а также средние скорости молекулы  при температурах 1T  и 2T : 
1 2
1 2
8 8
; .
RT RT
        
M M
     
 
  (7.41) 
Поскольку  Т1 = Т2, то < 1 > = < 2 >. 
 Запишем выражение для коэффициента диффузии для двух состояний, а 
также учтем  (7.40) и (7.41)  
1 1 1 2 2 2
2 2 1
1 1 2
1 1
, ,
3 3
.
D          D
D n
D n
               
  
 
  
    (7.42) 
 Для того чтобы определить, как изменится коэффициент диффузии, 
необходимо найти, как изменяется концентрация молекул газа при 
изотермическом процессе. Для этого запишем 
,
N
n
V
  
где  N – число молекул в данной массе газа. 
1 2
1 2
;  .
N N
n n
V V
    
 Тогда, подставляя это в (7.42), а также в условие задачи, получим, что 
коэффициент диффузии D изменяется: 
2 1 2
1 2 1
.
D n V
a
D n V
                         (7.43) 
 Определим, во сколько раз изменится коэффициент вязкости: 
1 1 1 1 2 2 2 2
1 1
, .
3 3
                          (7.44) 
 Запишем выражение для плотности газа в разных состояниях: 
1 = n1m0; 2 = n2m0. 
 Тогда, учитывая (7.40), (7.41), (7.43),  
2 1 2 0 2
1 2 1 0 1
1; 1.
n n m
       
n n m
   
  
   
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 Задача 7.9. Теплопроводность гелия в 8,7 раза больше, чем у аргона (при 
нормальных условиях). Найти отношение эффективных диаметров атомов 
аргона и гелия. Нормальные условия: p = 105 Па, t = 0 C.  Молярная масса 
аргона – М2 = 4010
–3
 кг/моль, гелия – М1 = 410
 –3
 кг/моль. 
 
 Запишем выражение для коэффициента теплопроводности 
1
,
3
Vc            (7.45) 
где  
2
1
2 n
 
 
; 
8RT
M
  

;  = nm0; 0 ;
A
M
m
N
  
2
V
V
C iR
c
M M
  .  
 Подставив эти выражения в формулу (7.45) для коэффициента 
теплопроводности, получим 
0 0
2 2
1 8 1 8
.
3 32 2 2 2
RT nm iR RT m iR
M Mn M M
  
   
 
 Запишем отношение коэффициентов теплопроводности  
2
21 2
2 11
.
M
M
  
  
  
 
 Выразим из него отношения эффективных диаметров: 
1 2
2 1 1
1 2 2
.
M
M
  
  
   
 
 Подставляя численные значения, получим 
1 2
3
2
3
1
4 10
8,7 1,66.
40 10


  
   
  
 
 
 
  
 
 
83 
 
БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЙ СПИСОК 
1. Валишев М. Г. Курс общей физики : учеб. пособие / М. Г. Валишев,                
А. А. Повзнер. СПб. : Лань,  2009.  576 с. 
2. Детлаф А. А. Курс физики : учеб. пособие для студентов втузов / А. А. Дет-
лаф, Б. М. Яворский. 6-е изд., стер. М. : Академия, 2007. 720 с.  
3. Трофимова Т. И. Курс физики : учеб. пособие для инж.-техн. специальностей 
вузов / Т. И. Трофимова. 14-е изд., стер. М. : Академия, 2007. 560 с. 
4. Иродов И. Е. Задачи по общей физике / И. Е. Иродов. М. : Бином. 
Лаборатория знаний, 2012. 432 с. 
5. Савельев И. В. Курс физики: в 3 т. Т.1. Механика. Молекулярная физика /  
И. В. Савельев. М.: Наука, 1989. 352 с. 
  
84 
 
Учебное издание 
 
 
Малышев Леонид Григорьевич 
Шумихина Кямаля Арифовна 
Мелких Алексей Вениаминович 
Повзнер Александр Александрович 
 
МОЛЕКУЛЯРНАЯ ФИЗИКА И ТЕРМОДИНАМИКА 
 
 
 
 
 
Редактор Л. Ю. Козяйчева 
Компьютерная верстка Н. Н. Суслиной, Е.В. Суховой 
 
                                               
 
 
 
 
 
  
Подписано в печать 12.03.2014. Формат 70100 1/16. 
Бумага писчая.  Плоская печать.  Усл. печ. л. 6,77. 
Уч.-изд. л. 3,5. Тираж 100 экз. Заказ № 404 
 
 
Издательство Уральского университета  
Редакционно-издательский отдел ИПЦ УрФУ 
620002, Екатеринбург, ул. С. Ковалевской, 5 
E-mail: rio@ustu.ru 
 
Отпечатано в Издательско-полиграфическом центре УрФУ 
620000, Екатеринбург, ул. Тургенева, 4 
Тел.: +7 (343) 350-56-64, 350-90-13 
Факс: +7 (343) 358-93-06 
E-mail.: press.info@usu.ru 
  
 
 
   
